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'^V.QWd  yailÿy 

ILj’objet  que  je  me  suis  proposé  en  pu-  ' 
bliant  cet  Ouvrage,  a été  de  développer 
quelques  points  d’analyse  algébrique  qui 
m’ont  paru  pouvoir  être  étendus  ou  sim- 
plifiés. Pour  en  rendre  la  lecture  plus  fa- 
cile, j’ai  cru  devoir  établir  entre  les  vérités 
qu’il  renferme , la  liaison  nécessaire  pour 
^passer  sans  effort  de  l’une  à l’autre , parce 
que  cette  marche  réunit  à l’avantage  de 
classer  les  idées  et  de  montrer  leur  gé- 
nération, celui  de  faire  saisir  à la  fois  un 
plus  grand  nombre  de  rapports. 


L’étendue  que  comporte  le  titre  de  cet 
Ouvrage  me  laissait  la  liberté  de  traiter 
différens  sujets  et  de  revenir  plusieurs 
fois  sur  le  même  ; j’en  ai  profité  toutes  les 
fois  que  de  nouvelles  considérations  m’ont 
paru  pouvoir  répandre  une  plus  grande 
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lumière  sur  les  matières  qui  avaient  déjà 
été  développées,  ou  offrir  à l’esprit  quel- 
que chose  de  particulier. 

» 

Quant  à l’exécution  de  l’Ouvrage,  je  ne 
me  permettrai  point  d’en  parler;  il  ren- 
ferme  sans  doute  un  grand  nombre  d’im- 
perfections ; cependant  parmi  les  choses 
qui  s’y  trouvent,  j’ai  lieu  d’espérer  qu’il 
en  est  quelques-unes  qui  pourront  offrir 
quelque  intérêt,  plus  encore  par  ce  qu’elles 
sont  en  elles-mêmes , que  par  la  manière^ 
dont  elles  sont  présentées. 
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MÉLANGES  D’ANALYSE. 

Théorie  des  produits  successifs. 

1„  Cette  Théorie  a pour  objet  de  déterminer 
la  loi  suivant  laquelle  les  coefficiens  des  termes 
de  plusieurs  polynômes  ordonnés  par  rapport 
aux  puissances  successives  d’une  même  variable, 
entrent  dans  la  composition  des  différens  termes 
du  produit  de  ces  polynômes , et  d’exposer  les 
conséquences  qui  en  résultent  ; elle  est  une  des 
plus  importantes  de  l’analyse  algébrique , tant 
par  l’étendue  des  objets  qu’elle  embrasse,  que 
par  la  facilité  qu’elle  apporte  dans  l’exposition 
de  plusieurs  théories.  Notre  objet  dans  ce  mo- 
ment n’est  point  de  la  développer  dans  toute 
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sa  généralité , ni  d’en  montrer  les  nombreuses 
applications;  nous  nous  réservons  de  revenir 
sur  ce  sujet  et  de  le  traiter  avec  toute  l’étendue 
qu’exige  l’importance  de  cette  matière.  Dans  ce 
qui  va  suivre  nous  nous  occuperons  seulement 
de  rechercher  la  loi  suivant  laquelle  les  seconds 
termes  de  plusieurs  facteurs  binômes  qui  ont 
un  même  premier  terme,  entrent  dans  la  com- 
position des  coefficiens  des  puissances  succes- 
sives de  ce  premier  terme;  après  quoi  nous 
développerons  les  conséquences  qui  en  résultent, 
et  nous  verrons  naître  du  développement  de  ces 
mêmes  conséquences,  le  germe  de  plusieurs 
théories  générales  dont  la  liaison  sera  tellement 
établie  par  celles  qui  les  précéderont , qu’elles 
paraîtront  en  découler  comme  de  simples  co- 
rollaires. 

a.  Considérons  d’abord  le  produit  d’un  nombre 
m de fàc leurs  binômes  (x-f-û)  (x-f-èX*  *+-c) 
(x+rf)..  . Ce  produit,  quel  qu’il  soit,  doit  évi- 
demment contenir  toutes  les  puissances  succes- 
sives de  x , depuis  celle  dont  l’exposant  indique 
le  nombre  des  binômes,  jusqu’à  celle  où  cet 
exposant  est  zéro;  ainsi  la  forme  générale  de  ce 
produit  sera 

a.’”1 4-  A,  Ï--+A,  A3xm-5+ 4-A.. 


Digitized  by  Google 


d'analyse.  3 

Pour  déterminer  les  coefficiens , concevons  que 
les  seconds  termes  des  facteurs  qui  suivent  le 
premier , deviennent  nuis.  Ce  produit  se  ré- 
duira évidemment  à celui  de  x -f-  a par  xm~'  : 
ainsi  dans  l’hypothèse  actuelle  A,  ae  réduira 
à a ; mais  comme  ce  produit  reste  le  même  en 
changeant  les  lettres  les  unes  dans  les  autres , 
il  faut  nécessairement  qu’elles  entrent  toutes 
de  la  même  manière  dans  les  coefficiens.  Ainsi 
puisque  A,  contient  a,  il  doit  contenir  b>  c, 
£?...;  et  comme  il  ne  peut  d’ailleurs  s’y  trouver 
que  des  termes  d’une  seule  dimension,  il  en 
résulte  que  ce  coefficient  est  la  somme  des  se- 
conds termes  des  binômes. 

3.  Si  on  suppose  que  les  seconds  termes  des 
facteurs  qui  viennent  après  les  deux  premiers 
deviennent  nuis  , le  produit  se  réduira  à celui 
de  jc  -J-  a par  x -f-  épar  et  A,  coefficient 
de  jc“~*  se  réduira  à ab  ; mais  puisque  toutes  les 
lettres  doivent  y entrer  de  la  même  manière, 
il  s’ensuit  que  parmi  les  m lettres,  a , b,  c,d.... 
on  ne  peut  en  prendre  deux  dont  le  produit  ne 
se  trouve  dans  A. , et  comme  ce  coefficient  ne 
peut  contenir  aucun  produit  de  plus  de  deux  di- 
mensions,et  que  d’ailleursils  sont  tous  rationnels, 
il  en  résulte  que  ce  coefficient  est  la  somme  des 
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produits  différens  qu’on  peut  former  avec  les 
m lettres  a,  b , c,d. . en  les  prenant  deux  à 
deux. 

4.  Si  l’on  suppose  que  les  seconds  termes 
des  facteurs  qui  viennent  après  les  trois  pre- 
miers deviennent  nuis , le  produit  se  réduira 
à celui  de  x -f-  a par  x + b par  x-\~c  par 
ac1"-*,  et  A,  coefficient  de  xm_s,  se  réduira  à abc. 
Ainsi , par  des  raisons  semblables  à celles  qui 
ont  déjà  été  rapportées  , on  voit  que  ce  coef- 
ficient est  la  somme  des  produits  différens  qu’on 
peut  former  avec  les  m seconds  termes  a,  b, 
c,  d. . . , en  les  prenant  trois  à trois,  et  ainsi 
de  suite  jusqu’au  dernier  terme  A»  qui  est  le 
produit  des  m seconds  termes,  puisque  c’est  à 
cela  que  se  réduit  le  produit  lorsqu’on  fait  jc=o. 

5.  Ce  qui  précède  montre  bien  clairement  la 
loi  suivant  laquelle  les  seconds  termes  des  fac- 
teurs binômes  entrent  dans  la  composition  des 
différentes  puissances  du  premier  terme  de  ces 
binômes , puisque  le  raisonnement  fait  sur  les 
trois  premiers  termes  du  produit  peut  se  con- 
tinuer indéfiniment^  pour  en  montrer  toute  la 
généralité.  Supposons  qu’il  s’agisse  de  trouver 
le  coefficient  de  je"-*, ce  coefficient  lorsqu’on  sup- 
pose que  les  seconds  termes  d’un  nombre  m—n 
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de  binômes  deviennent  nuis,  se  réduit  au  pro- 
duit des  seconds  termes  de  tous  les  autres  j 
mais  ce  coefficient  ne  peut  se  réduire  au  pro- 
duit des  seconds  termes  de  ces  n facteurs  après 
l’hypothèse  faite  sur  les  m—  n autres , à moins 
qu’il  n’y  eut  été  avant  cette  hypothèse , par 
conséquent  le  coefficient  de  xm~ " doit  essentiel- 
lement contenir  tous  les  produits  différens  qu’on 
peut  former  avec  les  m lettres  a , b , c,  d. . ., 
en  les  prenant  n à n ; et  comme  il  ne  peut  con- 
tenir que  des  termes  de  cette  dimension  sans 
mélange  de  puissances  de  cette  même  lettre 
plus  élevée  que  la  première  et  sans  diviseur,  il 
en  résulte  que  ce  coefficient  est  nécessairement 
la  somme  de  tous  les  produits  différens  qu’on 
peut  former  avec  les  seconds  termes  des  bi- 
nômes en  les  prenant  n à n. 

Application  de  la  théorie  des  produits  suc- 
cessifs à la  démonstration  de  la  formule 
du  binôme  pour  le  cas  de  V exposant  en- 
tier et  positif 

6.  Si  dans  le  produit  d’un  nombre  m de 
facteurs  binômes  qui  ont  un  même  premier 
terme , on  suppose  que  les  seconds  termes  de 
ces  binômes  deviennent  tous  égaux  à a,  et  que 
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l’on  apporte  dans  le  produit  de  ces  binômes 
les  changemens  qui  sont  relatifs  à cette  suppo- 
sition , on  aura  le  développement  de  la  puissance 
m de  x -f-  a ; or  le  coefficient  du  second  terme 
du  produit  étant  la  somme  des  seconds  termes 
des  binômes,  et  chacun  de  ces  seconds  termes 
étant  égal  à <2,  leur  somme  et  par  conséquent  le 
coefficient  du  second  terme  sera  égal  à a pris 
autant  de  fois  qu’il  y a de  binômes , c’est-à- 
dire  égal  à ma. 

7.  Le  coefficient  du  troisième  terme  étant  la 
somme  des  produits  des  seconds  termes  pris  deux 
à deux , sera  égal  à a 1 répété  autant  de  fois  que 
ce  coefficient  contient  de  produits  deux  à deux; 
or  parmi  ces  produits  il  y en  a évidemment 
m — 1 dans  lesquels  la  lettre  a se  trouve , 
puisqu’elle  doit  se  trouver  avec  chacune  des 
autres  lettres  b , c,  d,.. . Mais  comme  toutes 
ces  lettres  doivent  entrer  de  la  meme  manière 
dans  les  coefficiens , il  y a nécessairement  m — 1 
termes  dans  lesquels  se  trouve  la  lettre  b , 
même  nombre  dans  lesquels  se  trouve  la  lettre 
ç7  et  ainsi  de  suite  pour  les  autres  lettres.  Ainsi 
en  comptant  successivement  le  nombre  des 
termes  dans  lesquels  se  trouve  chaque  lettre, 
on  en  trouvera  en  tout  m.m—i  5 or  en  comp- 
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tant  les  termes  dans  lesquels  se  trouvait  la 
lettre  a,  on  a pris  le  terme  ab  une  fois,  mais 
on  l’a  repris  une  seconde  fois , en  comptant 
ceux  dans  lesquels  se  trouvait  la  lettre  b , il  a 
donc  été  pris  deux  fois;  il  en  est  de  même  de 
tous  les  autres.  Ainsi  le  nombre  des  produits 
différens  n’est  que  la  moitié  du  nombre  des 

termes  comptés,  c’est-à-dire  ~'m~ 1 , par  con- 
séquent le  coefficient  du  terme  dont  il  s’agit  est 


égal  à 


m.m — i 
2 


a*. 


8.  Le  coefficient  du  quatrième  terme  étant 
la  somme  des  produits  différens  qu’on  peut 
former  avec  les  lettres  a,  b , c,  d. . . , en  les 
prenant  trois  à trois , devient  dans  l’hypotlièse 
actuelle  égal  à a*  pris  autant  de  fois  qu’il  y 
a de  ces  produits:  or  le  nombre  des  termes 
dans  lesquels  se  trouve  la  lettre  a est  évidem- 
ment égal  au  nombre  des  produits  différens 
qu’on  peut  former  avec  les  lettres  b,c,  d.... , 
en  les  prenant  deux  à deux  ; car  si  parmi  les 
produits  deux  à deux  de  ces  m— • î lettres  il 
y en  avait  qui  ne  fussent  point  multipliés  par 
a,  il  y aurait  dans  A,  de»  produits  de  trois 
lettres  qui  ne  s’y  trouveraient  point , et  ce 
coefficient  ne  serait  point  la  somme  des  pro- 
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duits  différens  qu’on  peut  former  avec  les  se- 
conds termes  des  binômes , en  les  prenant  trois 
à trois,  ce  qui  ne  peut  être  ; or  le  nombre  des 
produits  différens  qu’on  peut  former  avec  m — 1 

lettres,  enies prenant  deux  à deux, est  - ~ *a  w~3, 

ainsi sera  le  nombre  des  termes  dans 

2 

lesquels  se  trouve  la  lettre  a\  mais  comme  toutes 
les  lettres  doivent  y entrer  de  la  même  ma- 
nière , il  s’ensuit  qu’en  comptant  les  termes  dans 
lesquels  se  trouvent  successivement  les  lettres 
b,  c , d. , on  en  trouvera  un  pareil  nombre 
pour  chacune  d’elles  ; et  qu’ainsi  le  nombre  des 

. / . / m.m — i .m — a 

termes  comptes  sera  exprime  par - , 

niais  en  comptant  les  termes  de  cette  manière, 
chacun  d’eux  a été  pris  autant  de  fois  qu’il  con- 
tient de  lettres,  c’est  à-dire  trois  fois , ainsi  le 
nombre  des  produits  différens  dont  ils’agit  n’est 
que  le  tiers  du  nombre  des  termes  comptés  , 

c’est-à-dire  - ; par  conséquent  le  coef- 

ficient du  quatrième  terme  scraTn‘  m~i  - o?. 

9.  Comme  un  raisonnement  analogue  peut 
se  faire  pour  chacun  des  autres  termes , on 
conçoit  que  le  coefficient  de  x dans  un  terme 
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quelconque  du  développement  dont  il  s’agit,  doit 
être  égal  à une  puissance  de  a marquée  par  le 
nombre  des  termes  qui  sont  avant  lui , multi- 
pliée par  le  rapport  du  produit  des  exposans  de 
x dans  les  termes  précédens  au  produit  des  ex- 
posans de  la  lettre  a,  dans  les  termes  qui  suivent 
le  premier,  et  par  celui  de  cette  même  lettre, 
dans  le  terme  que  l’on  considère.  Mais  pour 
ne  rien  laisser  à desirer  sur  ce  sujet,  et  afin 
de  comprendre  dans  un  seul  raisonnement  tous 
ceux  qu’on  pourrait  faire  sur  les  autres  termes, 
supposons  qu’on  ait  étendu  celui  qui  a été 
fait  sur  les  trois  premiers  termes  jusqu’à  celui 
qui  est  affecté  de  xT~u,  et  qu’on  ait  reconnu  que 
la  composition  du  coefficient  numérique  de  ce 
terme  se  forme  d’après  la  loi  énoncée,  il  est 
facile  de  voir  qu’on  pourra  l’étendre  encore 
au  terme  suivant,  et  que  la  composition  de 
ce  nouveau  coefficient  se  formera  suivant 
la  même  loi 5 en  effet,  si  dans  le  produit 

de$  m facteurs  ( x a ) (x  -f-  b)  ( x-f-  c ) 1 

on  suppose  que  les  seconds  termes  soient  égaux 
à a,  le  coefficient  de  xm~n  sera  égal  à au- 
tant de  fois  an  qu’on  peut  former  de  pro- 
duits différais  avec  les  m seconds  termes 
a , b,  c , d. . . , en  les  prenant  n à n.  Or , le 
nombre  des  produits  n à n , dans  lesquels  se 
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trouve  la  lettre  a , est  égal  au  nombre  des  pro- 
duits n — 1 à n — i,  qu’on  peut  former  avec  les 
m — 1 autres  lettres  b , c,d.. . Ainsi  puisque 
le  nombre  des  produits  dilfërens  qu’on  peut 
former  avec  m lettres , en  les  prenant  n — 1 à 
7i  — î , est  égal  au  coefficient  numérique  du  terme 
précédent,  et  que  d’ailleurs  ce  coefficient  est 

égal  à — - . j]  en  résulte  que  le 

nombre  des  produits  qu’on  peut  former  avec 
m — î lettres,  en  les  prenant  n — îàn — î , 


, , . m — 1 .m  — u. 

sera  égal  a — — 


.m — n-f-  1 
. n — 1 


, et  que 


cette  quantité  exprimera  le  nombre  des  termes 
dans  lesquels  se  trouve  la  lettre  a : si  on  comp- 
tait de  la  même  manière  le  nombre  des  termes 
dans  lesquels  se  trouve  la  lettre  b,  on  en  trou- 
verait le  même  nombre  , et  ainsi  des  autres  ; 
ainsi  puisqu’il  y a m lettres  en  tout , le  nombre 
total  des  termes  comptés  sera 

771.771 1.771  2.  ...771 71  + 1. 

i .3  . 3 n — i * 


mais  en  comptant  les  termes  de  cette  manière, 
chacun  d’eux  a été  compté  autant  de  fois  qu’il 
contient  de  lettres , c’est-à-dire  n fois;  par  con- 
séquent le  nombre  des  produits  différens  n’est 
que  la  «‘""'partie  du  nombre  des  termes  comptés, 
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c'est-à-dire  égal  à 

m.m  — 1 . m — - 1 . . . .m  — n-f-  i 
1 ;3  .3  n — i.  n 

Ainsi,  pourvu  que  la  composition  du  coefficient 
d’un  terme  ait  été  établie  suivant  la  loi  énoncée, 
celle  du  coefficient  du  terme  suivant  s’ensuit  né- 
cessairement , et  commenous  avons  vu  qu’elle 
avait  lieu  pour  les  trois  termes  qui  suivent  im- 
médiatement le  premier,  elle  a lieu  pour  tous 
les  autres  ; ainsi  on  aura  pour  toutes  les  valeurs 
entières  et  positives , de  l’exposant  m 

mai1""'  -f-  -aV-1  -J- etc 

La  formule  dont  nous  venons  de  parler  est 
d’un  usage  très-fréquent  dans  l’analyse  ; elle  y 
est  connue  sous  le  nom  de  formule  du  bi- 
nôme de  Newton. 

îo.  L’expression  du  terme  général  de  la  for- 
mule du  binôme  comparée  à celle  du  terme 
qui  le  précède  immédiatement,  fait  voir  que  si 
on  représente  par  P le  coefficient  numérique  du 
terme  affecté  de  celui  du  terme  sui- 
vant sera  égal  à P ~^-;par  conséquent  le 

coefficient  numérique  d’un  terme  quelconque 
s’obtiendra  en  multipliant  celui  du  coefficient  du 
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terme  précédent  par  l’exposant  de  X dans  ce 
terme , et  divisant  le  produit  par  le  nombre  des 
ternies  qui  précèdent  celui  que  l’on  considère  j 
c’est  d’ailleurs  ce  qu’on  peut  encore  voir  autre- 
ment, car  si  on  prend  un  produit  de  n-—  i lettres , 
et  qu’on  le  multiplie  successivement  par  chacune 
> des  autres,  on  aura  m — n* f-  i produits  de  n 
lettres.  Ainsi  on  aura  autant  de  fois  m — n -f-  ï 
produits  de  n lettres  qu’il  y a de  produits  de 
n — 1 lettres.  Si  donc  on  désigne  par  P le  nombre 
des  produits  difFérens  de  n — î lettres , le 
nombre  des  produits  de  n lettres  qu’on  aura 
formé  de  cette  manière,  sera  égal  à P (in — rt-f-i). 
Or  parmi  les  produits  de  « — î lettres  se  trou- 
vent ceux  qu’on  obtiendrait  en  divisant  un  pro- 
duit de  n lettres  successivement  par  chacune 
d’elles; ainsi  chacun  deces  produits  de  n-i  lettres 
se  trouvant  multiplié  par  les  lettres  qu’il  ne 
renferme  point,  il  faut  nécessairement  que  cha- 
cun d’eux  reproduise  le  produit  de  n lettres  dont 
on  vient,  de  parler  ; et  comme  les  produits  de 
7i  — î lettres , provenant  de  la  suppression  d’un 
facteur  dans  un  produit  de  n lettres  , sont  an 
nombre  de  n,  il  faut  nécessairement  que  chaque 
produit  de  n lettres  se  trouve  répété  autant  de 
fois  qu’il  contient  de  lettres,  c’est-à-dire  «fois; 
par  conséquent  le  nombre  des  produits  difïé- 
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rens  qu’on  peut  former  avec  m lettres , en  les 
prenant  n à n , et  par  suite  le  coefficient 
numérique  du  terme  affecté  de  a"xm-,,est  égala 

p m — 7t  -f-  1 
n 

n.  Si  on  voulait  avoir  la  somme  des  coef- 
ficiens  numériques  de  cette  formule , il  suffirait 
de  foire  a = x et  x = 1 , puisque  cette  hypo- 
thèse réduit  chaque  terme  de  ce  développement 
à son  coefficient,  et  comme  le  premier  membre 
dans  cette  même  hypothèse  est  égal  à 2*,  il 
s’ensuit  que  la  somme  des  coefficiens  du  dé- 
veloppement d’une  puissance  quelconque  d’un 
binôme  est  égale  à une  puissance  de  a mar- 
quée par  le  degré  de  celte  puissance. 

12.  Au  moyen  de  la  formule  précédente  l’é- 
lévation d’un  binomeàunepuissancequelconque 
se  trouve  ramenée  à effectuer  sur  des  nombres 
des  opérations  qui  deviennent  en  quelque  sorte 
mécaniques,  et  qui  dispensent  de  passer  par 
les  puissances  inférieures  de  cette  même  quan- 
tité; on  peut  encore  diminuer  le  travail  en  ob- 
servant que  les  coefficiens  des  termes  pris  à 
distances  égales  des  extrêmes  sont  égaux  ; de 
sorte  qu’il  suffit  d’avoir  calculé  la  moitié  des 
coefficiens  pour  avoir  les  autres , lorsque  m 
est  impair  ou  ceux  de  la  moitié  des  termes 
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plus  un  lorsque  m est  pair.  Celte  vérité  est 
une  suite  nécessaire  de  la  manière  dont  les  se- 
conds termes  des  binômes  entrent  dans  la  com- 
position des  différentes  puissances  de  x.  Eu 
effet,  si  ou  divise  le  produit  des  seconds  termes 
successivement  par  chacun  d’eux , et  que  l'on 
réunisse  les  résultats , on  aura  la  somme  des 
produits  des  seconds  termes  pris  m — 1 à 
m — i ; il  y aura  donc  autant  de  produits  m — x 
à m — 1 qu’il  y a de  seconds  termes  ; or  le 
nombre  des  produits  m — i à m — 1 et  le 
nombre  des  seconds  termes  sont  respective- 
ment égaux  aux  coefficiens  numériques  de 
l’avant-dernier  terme  et  du  second;  ainsi  ces 
coefficiens  sont  égaux.  Si  on  divise  le  produit 
abcd. . . des  seconds  termes  successivement  par 
chacun  des  produits  différens  qu’on  peut  former 
avec  les  m lettres,  en  les  prenant  deuxà  deux, 
on  aura  les  produits  des  m lettres  prises  m — a 
à m — 2;  ainsi  les  produits  m — 2 à m — 2 
sont  en  même  nombre  que  les  produits  deux 
à deux  ; par  conséquent  les  coefficiens  numé- 
riques de  l'antépénultième  terme  et  du  troi- 
sième terme  sont  égaux;  en  général  si  on  con- 
sidère un  terme  qui  ait  un  nombre  n de  termes 
après  lui,  son  coefficient  numérique  sera  é;  al 
au  nombre  des  produits  différais  qu’on  peut 
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former  avec  m lettres  a,  b,  c en  les 


prenant  m — nam  — n.  Or  on  obtient  tous 
les  produits  de  m — n lettres  en  divisant  le 
produit  des  m lettres  successivement  par  cha- 
cun des  produits  de  n lettres  ; ainsi  il  y a au- 
tant de  produits  dem  — n lettres  qu’il  y a de 
produits  de  n lettres,  et  comme  le  nombre  des 
produits  de  n lettres  est  égal  au  coefficient  numé- 
rique du  terme  qui  en  laisse  n après  lui , il 
enrésulte  que  le  coefficient  numérique  du  terme 
qui  en  laisse  n avant  lui  est  égal  à celui  du 
terme  qui  en  laisse  n après  lui , et  que  par 
conséquentlescoeffieiens  numériques  des  termes 
pris  à distances  égales  des  extrêmes  sont  égaux. 

i5.  Cette  dernière  conséquence  est  comme  on 
voit  une  suite  nécessaire  des  considérations  qui 
ont  été  exposées  plus  haut;  mais  on  peut  y ar- 
river sans  y avoir  recours  : il  suffit  pour  cela 
de  ramener  les  fractions  qui  expriment  les  coef- 
ficiens  des  derniers  termes  à leur  plus  simple 
expression  ; en  effet  le  coefficient  numérique 
d’un  terme  quelconque  se  composant  du  pro- 
duit des  exposans  que  se  trouve  avoir  le  pre- 
mier terme  du  binôme  dans  les  termes  pré- 
cédens  divisé  par  le  produit  des  exposans  du 
second  terme  du  binôme  dans  les  mêmes  termes, 
et  dans  celui  du  terme  que  l’on  considère , 
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il  en  résulte  que  le  coefficient  du  dernier  terme 
sera  exprimé  par 

m.m  — 1 .m — u.m — 3 4 • 5 . a . i 

1.2.3.  4 n>  — ô.m — a .m — i.m’ 

Cela  posé , si  on  veut  avoir  l’expression  du 
coefficient  de  l’avant  dernier  terme,  il  faudra 
supprimer  dans  le  coefficient  du  dernier  terme 
le  facteur  par  lequel  il  a fallu  multiplier  celui 
qui  le  précède  pour  l’obtenir.  Or  le  facteur  m 
qu’on  supprimera  au  dénominateur  de  l’expres- 
sion du  dernier  terme,  restera  seul  dans  le 
numérateur  aprèsles  réductions  faites  ; ainsi  le 
coefficient  de  l’avant-dernier  terme  sera  égal  à 
celui  du  second , si  on  supprime  dans  l’expres- 
sion de  l’avant-dernier  terme  le  facteur  qu’on  est 
obligé  d'introduire  dans  celui  qui  le  précède,  afin 
de  l’obtenir  on  aura  le  coefficient  de  l'antépénul- 
tième terme  , il  faudra  donc  supprimer  au  nu- 
mérateur de  l’expression  du  dernier  terme  les 
facteurs  î et  2 , et  au  dénominateur  les  facteurs 
m et  m — î ; mais  les  facteurs  qu’on  supprimera 
au  numérateur  resteront  au  dénominateur , et 
ceux  qu’on  supprimera  au  dénominateur  res- 
teront au  numérateur  et  comme  les  autres  , 
donnent  l’unité  par  leur  division,  il  en  résulte 

clne 


t 
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que  l'expression  du  coefficient  numérique  de 

l’antépénultième  terme  sfe  réduit  à m m~ 1 j 

c’est-à-dire,  au  coefficient  du  troisième  terme  du 
développement*  comme  on  peut  faire  pour  cha- 
cun des  autres  termes  un  raisonnement  analogue 
à celui  que  nous  venons  de  faire , on  voit  que 
les  coefficiens  numériques  prisa  distances  égales 
des  extrêmes  sont  égaux. 

i4.  Si  dans  le  développement  de  la  puissance 
m d’un  binôme  on  veut  avoir  le  coefficient  nu- 
mérique d’un  terme  au  moyen  du  précédent , 
il  faudra , en  désignant  le  rang  de  ce  dernier 

par  n , multiplier  son  coefficient  par 

ce  facteur  diminue  évidemment  à mesure  qu’on 
s’éloigne  du  premier  terme  du  développement  : 
d’où  il  résulte  que  les  coefficiens  numériques  à 
compter  du  premier  terme, ne  croîtront  qu’autant 
que  ce  facteur  conservera  une  valeur  plus  grande 
que  l’unité,  etqu’ilsdécroîtront  aussitôtque  sa  va- 
leur sera  au-dessous , Si  on  réfléchit  à la  manière 
dont  ce  facteur  décroît , on  verra  facilement  que 
les  coefficiens  numériques  doivent  reparaître 
passé  un  certain  terme,  et  précisément  daus  un 
ordre  rétrograde  à celui  dans  lequel  ils  se  sont 
présentés,  c’est-à-dire,  que  les  coefficiens  nu- 

3 
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mériques  des  termes  pris  à distances  égales  des 
extrêmes , doivent  être  égaux , puisque  celui  du 
premier  terme  et  du  dernier  le  sont.  Pour  s’as- 
surer de  cette  vérité,  il  suffit  d’observer  que 
puisqu’il  faut  multiplier  le  coefficient  du  terme 

du  rang  n par  n- — pour  avoir  celui  du 
terme  suivant,  il  faudra  pour  revenir  de  celui-ci 
à celui-là , diviser  ce  dernier  par  771  - , ou, 

ce  qui  revient  au  même,  le  multiplier  par 
m—n+i  : cek*  Pos®  » dans  1°  premier  fac- 
teur on  substitue  successivement  pour  n les 
nombres,  1,  2, 5,  etc.;  et  dans  le  second,  pour  la 
même  lettre  les  nombres  m,  /n— 1 , m — 2,  etc. 

l’un  et  l’autre  deviendront  égaux  à m , , 

-—g—,  etc.  ; d’où  l’on  voit.,  à cause  que  le  coef- 
ficient du  premier  terme  est  égal  à celui  du  der- 
nier, que  celui  du  second  sera  égala  celui  du  pé- 
nultième , que  celui  du  troisième  sera  égal  à ce- 
lui de  l’antépénultième , etainsi  de  suite.  C’est  ce 
qui  résulte  d’ailleurs  dfe  ce  que  le  développement 
de  ( x -f-  a.  )m  reste  identiquement  le  même  lors- 
qu’on change  jc  en  a et  a en  x,  et  de  ce  que 
les  derniers  termes,  après  cette  opération  se 
changent  dans  les  premiers  et  réciproquement. 
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i5.  Lorsqu'on  élève  un  binôme  à une  puis- 
sance entière  et  positive  représentée  par  m , le 
coefficient  d’un  terme  qui  en  laisse  n après  lui 
est  égal  au  nombre  des  produits  diffërens  qu’on 
peut  former  avec  un  nombre  m de  lettres  en  les 
prenant  n à n , et  comme  le  nombre  de  ces  pro- 
duits est  un  nombre  entier,  il  en  résulte  que 
chaque  coefficient  est  aussi  un  nombre  entier;  de 
plus,  chacun  d’eux  étant  exprimé  par  une  fraction 
dont  le  numérateur  est  le  produit  de  plusieurs 
nombres  consécutifs,  et  le  dénominateur  le  pro- 
duit d’autant  de  facteurs  de  la  suite  naturelle  i , 
2,  5. . . qu’il  y a de  facteurs  au  numérateur;  il 
s’ensuit  que  le  produit  d’un  nombre  quelconque 
de  facteurs  consécutifs  est  toujours  divisible 
par  celui  d’autant  de  facteurs  continus  de  la 
suite  naturelle  des  nombres,  qu’il  y a de  fac- 
teurs au  numérateur, puisqu’une  semblable  frac- 
tion peut  toujours  être  regardée  comme  un  des 
coefficiens  du  développement  d’une  puissance 
d’un  binôme  dont  le  degré  est  marqué  par  le 
plus  grand  des  facteurs  qui  se  trouventau  numé- 
rateur; c’est  d’ailleurs  ce  qui  se  peut  démontrer 
directement  et  d’une  manière  fort  simple , car 
si p est  le  plus  petit  des  facteurs  qui  se  trouvent 
au  numérateur,  que  n soit  leur  nombre  et  que  s 
représente  un  quelconque  des  facteurs  premiers 

2.  . 
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du  dénominateur,  il  faudra  nécessairement  qile  ce 
fàcteurse  trouve  parmi  ceux  du  numérateur,  car 
si  s ne  divise  point  p , il  faudra  qu’il  divise  un 
des  facteurs  /7+i,p+3,/?-f-3,...  p-\-n — 1, 
puisque  le  multiple  de  s immédiatement  supé- 
rieur à celui  qui  se  trouve  dans  p ne  peut 
surpasser  le  nombre  p d’une  quantité  plus 
grande  que  s — 1 , et  à plus  forte  raison  d’une 
quantité  plus  gi'ande  que  n — 1 , puisque  le 
plus  grand  des  facteurs  premiers  qui  se  trou- 
vent au  dénominateur,  ne  peut  surpasser  le 
nombre  n ; par  conséquent  aucun  facteur  pre- 
mier ne  peut  se  trouver  au  dénominateur, 
sans  qu’il  ne  se  trouve  au  numérateur;  de 
plus  , aucun  des  facteurs  simples  du  déno- 
minateur ne  peut  se  trouver  au  numérateur  un 
plus  petit  nombre  de  fois  qu’au  dénominateur: 
car  si  on  désigne  par  a le  nombre  des  termes 
de  la  suite  1 , a,  3. . . , n qui  sont  divisibles  par 
s sans  être  divisibles  par  des  puissances  de  s 
supérieures  à la  première  ; par  /3  le  nombre  des 
termes  de  la  même  suite  qui  sont  divisibles  par 
5* , sans  l’être  par  des  puissances  de  s supé- 
rieures à la  seconde;  par  y le  nombre  des  termes 
qui  sont  divisibles  par  s3  sans  l’être  par  des 
puissances  plus  élevées  que  la  troisième  ,et  ainsi 
de  suite,  l’exposant  de  s dans  le  dénominateur 
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sera  égal  à a ■+-  2/3+  5?  -{-••••  Mais  il  est  fa- 
cile de  voir  qu’il  y a au  numérateur  au  moins 
autant  de  facteurs  qui  sont  divisibles  par  s , s% 
s3,  etc.  qu’il  y en  a au  dénominateur  ; par  consé- 
quent l’exposant  de  s dans  le  numérateur  ne 
pourra  être  moindre  que  a- 4—2/3  — f—  3 y -f-...;  ce 
que  nous  venons  de  dire  par  rapport  à s pouvant 
se  dire  par  rapport  à tout  autre  facteur  premier 
du  dénominateur,  il  en  résulte  que  le  numéra- 
teur contient  tous  les  facteurs  simples  du  dénomi- 
nateur , a des  puissances  au  moins  aussi  élevées 
qu’au  dénominateur , de  sorte  que  la  division  de 
l’un  par  l’autre  doit  nécessairement  s'effectuer 
exactement. 

16.  On  aurait  pu  s’assurer  encore  de  l’exac- 
titude de  ce  théorème  , en  observant  que 

- — qui  est  l expression  du  coef- 
ficient du  terme  général  de  la  puissance  m d’un 
binôme  peut  être  considérée  comme  résultant 

du  produit  de  ^ î 4~  -~™~  n)  par  - - - 

et  par  conséquent  comme  étant  composé  de  deux 
parties,  dont  l’une  serait  m~l"  et 

dont  l’autre  serait  - ~ — — — - , et  comme 

i ...  n — î.n’ 
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celle-ci  est  le  coefficient  de  même  rang  dans  la 
puissance  d’un  degré  moindre  d’une  unité,  et 
que  l’autre  est  le  coefficient  du  terme  qui  le 
précède  dans  la  même  puissance  ; il  en  résulte 
que  si  dans  le  développement  d’une  puissance 
quelconque  du  binôme,  les  coefficiens  sont  des 
nombres  entiers,  ceux  du  développement  de 
la  puissance  d’un  degré  plus  élevé,  d’une  unité 
seront  aussi  des  nombres  entiers , et  comme 
Cela  a lieu  pour  la  seconde  puissance , cela  a 
lieu  pour  toutes  les  suivantes. 

17.  Si  on  retranche  du  développement  de 
( x -j-  # )ra  le  dernier  terme  qui  est  am , tous  les 
termes  restans  seront  divisibles  par  x,  et  comme 
leur  somme  équivaut  à l’excès  de  la  puissance 
711  de  x -{-  a sur  la  même  puissance  de  a , il  en 
résulte  que  la  différence  des  puissances  sem- 
blables et  entières  de  deux  quantités  est  tou- 
jours divisible  par  la  différence  de  ces  quantités, 
ce  qui  s’accorde  avec  ce  que  donne  la  division , 
car  si  on  divise  xm — a"  par  x — a,  on  aura  pour 
le  premier  terme  du  quotient  xm~'  et  pour  reste 
a(xm~‘ — am~‘)  ; si  doncxm-' — am~l  est  divisible 
par  x — a,  — am  le  sera  aussi,  et  comme  la 

divisibilité  de  xm~l  — am~'  se  ramènera  à celle 
de  xm~*  — am~3,  et  ainsi  de  suite  5 il  en  résulte 
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à cause  que  x * — a'  est  divisible  par  x — a,  que 
x 3 — a3  le  sera  aussi,  et  en  allant  de  proche 
en  proche,  que  xm — am  le  sera  pareillement. 

La  démonstration  que  nous  venons  de  donner 
de  la  formule  du  binôme  a toute  la  simplicité 
qu’on  peut  désirer , et  se  trouve  dégagée  de 
la  théorie  des  combinaisons  qu’on  avait  cou- 
tume d’y  introduire  ; quoique  cette  théorie  con- 
sidéréeen  elle  même  soit  très-importante,  et  que 
la  démonstration  dont  il  s’agit  offre  l’occasion 
d’en  faire  une  des  belles  applications,  on  ne 
peut  disconvenir  que  cette  marche  ne  soit  non- 
seulement  tout  à - fait  indirecte , mais  encore 
qu’elle  a l’inconvénient  de  faire  perdre  de  vue 
l’objet  principal  qu’on  se  propose , et  qu’il  doit 
être  préférable  de  n’employer  pour  y arriver 
que  des  principes  qui  dérivent  de  la  nature  même 
de  la  chose.  C’est  aussi  ce  qu’ont  senti  plusieurs 
auteurs  d’élémens  qui  l’ont  introduite  , les  uns 
en  partie,  les  autres  en  totalité  dans  leurs 
livres,  ainsi  qu’une  partie  de  ce  qui  suit  : on  la 
trouve  exposée  pour  la  première  fois  dans 
l’ouvrage  que  j’ai  publié  en  1806 , et  qui  a paru 
avec  un  nouveau  titre  en  1809. 

18.  Après  avoir  considéré  le  produit  de  plu- 
sieurs facteurs  binômes  dont  les  premiers  termes 
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étaient  égaux  entr’eux , nous  allons  considérer 
celui  des  facteurs  réciproques  de  ces  mêmes  bi- 
nômes, et  voir  de  quelle  manière  les  seconds 
termes  de  chacun  d’eux  entrent  dans  la  com- 
position des  difïerens  termes  du  produit  de  ces 
facteurs. 


19.  Soient  x — a,  x — b,  X — c, ....  un  nombre 
quelconque  de  binômes  qui  ont  un  même  pre- 
mier terme,  — - — ; — - — 7 » — - — leurs 

* x — a x — b x — c7 

facteurs  réciproques  ; si  on  multiplie  chacun 
d’eux  par  jc,  ou  qu’on  les  développe  successi- 
vement en  séries,  on  aura 


X 


x — a 
x 
x 

x 


ss  1 + ^x~ 3 + etc. 


x 


— -y  — 1 -f-  etc. 

= 1 -f-  cx~ '-f-  c5x-3+  etc. 


Si  on  multiplie  toutes  ces  équations  entre 
elles,  il  en  résultera  un  produit  dont  le  pre- 
mier terme  sera  l’unité , et  dont  tous  les  autres 
seront  affectés  de  puissances  entières  et  néga- 
tives de  x.  Si  on  ordonne  les  termes  de  ce  pro- 
duit par  rapport  aux  puissances  ascendantes  et 
négatives  de  cette  variable , il  est  facile  de.  voir 
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que  le  coefficient  du  second  terme  sera  égal 
à la  somme  des  seconds  termes  des  binômes 
pris  avec  des  signes  contraires;  que  le  coeffi- 
cient du  troisième  terme  sera  égal  à la  somme 
des  produits  de  deux  dimensions  qu’on  peut 
former  avec  les  seconds  termes  des  binômes 
pris  avec  des  signes  contraires  ; que  le  coeffi- 
cient du  quatrième  terme  sera  égal  à la  somme 
des  produits  de  trois  dimensions  qu’on  peut 
former  avec  les  seconds  termes  des  binômes 
pris  avec  des  signes  contraires  ; et  en  général , 
que  le  coefficient  d’un  terme  quelconque  sera 
égal  à la  somme  des  produits  d’autant  de  di- 
mensions qu’il  est  marqué  par  le  nombre  des 
termes  qui  le  précèdent , et  qu’on  peut  former 
avec  les  seconds  termes  des  binômes  pris  avec 
des  signes  contraires  : c’est  ce  qu’il  est  facile  de 

démontrer;  car  si  on  représente  par  ax  x~x  ; 

b P x~^  -,  c*  x v , les  termes  généraux  des 

premières,  secondes,  troisièmes séries,  le 

coefficient  affecté  de  x~"  dans  le  produit  de 
toutes  ces  séries,  se  composera  d’autant  de 

termes  de  la  forme  axb(Âcv ....  qu’on  pourra  sa- 
tisfaire de  fois  en  nombres  entiers  et  positifs  à 
l’équation 

* + /*+  r +.  ••  = n . 
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par  conséquent  le  coc Aident  de  x~n  dans  le 
produit  des  facteurs  précédons  est  égal  à la 
somme  des  produits  de  n dimensions  qu’on  peut 
former  avec  les  seconds  termes  dc3  binômes 
pris  avec  des  signes  contraires  ; mais  ce  même 
coefficient  est  celui  de  x~m~n  dans  le  produit  des 
m facteurs  — - — , — --r,  — - — il  s’en- 

suit  donc  qu’en  quelque  nombre  que  soient 
les  facteurs  de  celte  forme  que  l’on  multiplie  , 
le  produit  se  composera  toujours  d’un  nombre 
infini  de  termes  dans  lesquels  toutes  les  puis- 
sances entières  et  négatives  de  x se  trouveront 
à partir  de  celle  dont  l’exposant,  pris  positive- 
ment , marque  le  nombre  des  facteurs  : de  plus , 
le  coefficient  d’un  terme  quelconque  se  com- 
posera de  tous  les  produits  dont  le  nombre  des 
dimensions  estmarqué  parle  nombre  des  termes 
qui  précèdent  et  qu’on  peut  former  avec  les 
seconds  termes  des  binômes  pris  avèc  des  signes 
contraires. 

20.  On  pourrait  démontrer  les  mêmes  choses 
en  faisant  des  raisonnemens  analogues  à ceux 
qu’on  a faits  dans  les  art.  2 et  suivons , ou  en 
faisant  voir  que  si  la  composition  des  coefli- 
ciens  est  telle  que  nous  l’avons  énoncée  lors- 
que l’on  considère  un  nombre  m de  facteurs,  * 
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elle  a encore  lieu  lorsqu’on  en  considère  un  de 
plus  ; mais  comme  ces  différentes  manières  de 
présenter  les  mêmes  choses  n’offrent  aucune 
difficulté  et  que  d’ailleurs  elles  ne  conduisent  à 
rien  de  plus,  nous  ne  nous  y arrêterons  point. 

Application  de  la  théorie  des  produits  suc- 
cessifs à la  démonstration  du  binôme 
pour  le  cas  de  l’exposant  entier  et  négatif. 

21.  Si  dans  le  produit  des  facteurs  — — , 

x~~c'  ’ • ’ on  suPPose  que  les  seconds 

termes  des  binômes  soient  égaux  à a et  qu’ils 
soient  en  nombre  m , on  aura  le  développe- 
ment de  (x  — a )~m  : or  le  coefficient  du  se- 
cond terme  du  produit  étant  la  somme  des  se- 
conds termes  des  binômes  pris  en  signes  con- 
traires, et  ces  seconds  termes  étant  égaux  à 
a , leur  somme  sera  égale  à — ma , par  con- 
séquent le  coefficient  du  second  terme  sera 
égal  à ma. 

22.  Le  coefficient  du  troisième  terme  étant 
la  somme  des  produits  de  deux  dimensions  qu’on 

peut  former  avec  les  lettres  a,  b,  c , sera 

égal  à a%  pris  autant  de  fois  qu’on  peut  former 
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de  ces  produits  ; or  le  nombre  des  produits 
de  deux  dimensions  qu’on  peut  former  avec 

les  m lettres  a , b , c,  d , se  compose  de 

tous  les  produits  de  cette  dimension  dans  les- 
quels se  trouve  la  lettre  a , et  de  ceux  dans  les- 
quels cette  même  lettre  ne  se  trouve  pas , c’est- 
à-dire  de  ceux  qu’on  peut  former  avec  les  m 

autres  lettres  b,  c,  d : or  les  produits 

de  deux  dimensions  dans  lesquels  la  lettre 
a se  trouve,  sont  au  nombre  de  m , puisqu’ils  se 
forment  du  produit  de  la  lettre  a , par  chacune 
des  lettres  a,  b,  c ....;  de  même  les  produits  de 
deux  dimensions  qu’on  peut  former  avec  les 

m — 1 lettres  b , c,  d se  composent  des 

produits  de  deux  dimensions  dans  lesquels  se 
trouve  la  lettre  b et  de  ceux  qu’on  peut  former 

avec  les  m — 2 autres  lettres  c , d ; et  ainsi 

de  suite.  Or  le  nombre  des  produits  dans  lesquels 
se  trouve  la  lettre  b , étant  au  nombre  de 
m — 1 , ceux  dans  lesquels  se  trouve  la  lettre 
c seront  au  nombre  de  m — 2 , et  ainsi  de  suite  ; 
par  conséquent  le  nombre  total  des  produits  de 
deux  dimensions  qu’on  peut  former  avec  les 

m lettres  a , b,  c , d sera  égal  à la  somme 

des  termes  de  la  suite. 


m,  m— - 1 , m — 3,  m — 3. ..4,  3,  2 y 1. 
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Mais  les  termes  de  cette  suite  sont  ceux  d’une 
progression  par  différence  ; ainsi  on  pourrait  en 
conclure  tout  de  suite,  que  le  coefficient  du  se- 
cond terme  est  égal  à a 4 multiplié  par  la  demi- 
somme  duproduit  des  extrêmes  par  le  nombre  des 


termes , c’est-à-dire  égal  à 'aa:maispour 

suivre  ici  la  marche  uniforme  que  nous  emploie- 
rons pour  la  sommation  des  suites  auxquelles 
nous  ramènerons  la  recherche  des  coefficiens 
numériques  des  autres  termes , nous  remar- 
querons que  si  on  considère  la  somme  des  deux 

derniers  tenues,  on  aura  1+2  = 2 1 + ^ ) 

= -+  Si  à ce  résultat  on  ajoute  le  terme  qui 

précède  les  deux  derniers  , la  somme  des  trois 

derniers  termes  sera  égale  à ^ + 3,  ou  ce  qui 

revient  aumême , à 5 ^ \ + ^ Si  à ce 

résultat  on  ajoute  le  terme  qui  précède  les  trois 
derniers , la  somme  des  quatre  derniers  termes 

delà  série  sera  égale  à -^+4ouà4f  1 + ~J» 

ou  ce  qui  revient  au  même  à ~.En  continuant 

de  procéder  de  la  même  manière  , on  trouvera 
que  la  somme  des  cinq  derniers  termes  est 
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r , 5 6 

égale  à que  celle  des  six  derniers  est  égale 

g 

à et  qu’en  général  la  somme  des  k derniers 

termes  de  la  série  sera  égale  à Si  la 

somme  des  k — 1 derniers  est  égale  à 1 ■' k » 
car  la  somme  des  n — i derniers  termes  étant 
égale  à , celle  des  n derniers  sera  égale 

à -- k ou  à k (x  , c’est-à-dire 

égale  à --  . Si  donc  l’expression  précédente 

donne  la  somme  des  deux  derniers  termes , 
elle  donnera  celle  d’un  nombre  quelconque  de 
termes;  et  comme  elle  donne  effectivement  celle 
des  deux  derniers  termes  en  y faisant  k = 2 , 
elle  donnera  aussi  celle  de  tant  de  termes  qu’on 
voudra  ; par  conséquent  la  somme  de  tous  les 

/ m .m-\- 1 

termes  sera  exprimée  par  — - — • 

25.  Le  coefficient  du  quatrième  terme  étant 
ïa  somme  des  produits  de  trois  dimensions  qu’on 
peut  former  avec  les  lettres  a,  b , c,  d... , de- 
vient égal  dans  l’hypothèse  où  tous  les  facteurs 
sont  égaux  au  premier  d’entr’eux,  à,  autant  de 
fois  a3,  qu’on  peut  former  de  produits  de  trois 
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dimensions  avec  les  m lettres  a , b , c,  d 

or  le  nombre  de  ces  produits  se  compose  du 
nombre  de  ces  mêmes  produits  dans  lesquels 
la  lettre  a se  trouve,  et  du  nombre  de  ceux  dans 
lesquels  cette  même  lettre  ne  se  trouve  pas,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  du  nombre  des  produits 
de  cette  dimension  qu’on  peut  former  avec  les 
m — i autres  lettres  b,  c,  d Si  donc  on  dé- 

signe par  Cm  le  nombre  des  produits  de  trois  di- 
mensions qu’on  peut  faire  avec  ^lettres,  et  par 
Cm_,  le  nombre  de  ceux  qu’on  peut  faire  avec 
m — 1 lettres , il  est  facile  de  voir  en  obser- 
vant qu’il  y a autant  de  produits  de  trois  di- 
mensions dans  lesquels  se  trouve  la  lettre  a , 
qu’on  peut  former  de  produits  de  deux  dimen- 
sions avec  les  m lettres  a , b , c,  d...,  qu’on 
aura  les  équations  suivantes 


Cm  


m . m -f-  1 


~h  Cm_, 


n ™ Lj m _i_  C ! 

'-'m— i *T“  '-'m — a J 


n _ m — 2.771  — î , ^ 

'-'m — a ' ~T  ' jit, — 3 


d’où  l’on  tire 


„ 777. 771-1-1  , m — i.m  , , 2.3  , 1.3 

C„— * — h-  • - d * 

2 2 3 2 
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Si  on  considère  les  deux  derniers  termes  de 
cette  suite , on  aura 

2.3  1.2  2.3  / . l\  2.3.4 

+3  ;=-3t3-: 

si  à cette  expression  on  ajoute  le  troisième 
terme  , en  commençant  par  les  derniers  , 
la  somme  des  trois  derniers  termes  sera  ex- 
primée par 

4-3  2.3.4  3.4/  a\  3.4.5 

T + TT  = TV+3j::::7T; 

en  allant  de  proche  en  proche  il  est  facile  de 
voir  que  l’expression  des  A derniers  termes  sera 

exprimée  par ^ , si  celle  des  k — 1 

derniers  l’est  par  1 + 1 . car  sj  a cette 

dernière  quantité  on  ajoute  on  aura 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

k.k+  1 .k  4-  2 
2.3  ” 5 

et  comme  l’expression  V ‘ 1 donne  la 

somme  des  deux  derniers  termes  lorsqu’on  y 

fait 
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fait  *=2,  elle  donnera  celle  des  trois  derniers, 
et  ainsi  de  suite,  et  par  conséquent  celle  d’un 
nombre  quelconque  de  termes  successifs  pris 
dans  la  suite,  en  commençant  par  les  derniers. 

a4.  Si  on  considère  le  coefficient  du  (/i-i-i  )imt 
terme,  il  est  évident  qu’il  sera  égal  à an  pris 
autant  de  fois  qu’on  peut  former  de  produits  de 
tl  dimensions  avec  un  nombre  m de  lettres.  Or 
les  produits  de  n dimensions  qu’on  peut  former 
avec  les  m lettres  a , b,  c,  d,  se  composent  deà 
produits  de  la  lettre  a par  tous  les  produits  de 
n i dimensions  qu’on  peut  former  avec  les 

m lettres  a,  b , c,  d et  des  produits  de  n 

dimensions  qu’on  peut  former  avec  les  tïi i 

lettres  b , c,  d, Si  donc  on  désigne  par 

na  le  nombre  des  produits  de  n dimensions  qu’on 
peut  former  avec  m lettres,  et  par  {«— i}m  le 
nombre  des  produits  de  n—x  dimensions  qu’on 
peut  former  avec  m lettres , on  aura 

nm  = {«  - , },„  + „m_, 

«ra_,  = {n  — 1 -f  nm_,  £ 

«m_a  = {n  — i }m_a  4. 


d’où  l’on  tire 

3* 
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Ainsi  la  détermination  du  coefficient  d’un  terme 
quelconque  est  ramenée  à trouver  la  somme 
d’une  suite  de  termes  de  la  forme  du  coeffi- 
cient du  terme  qui  le  précède  : si  donc  on  sup- 
pose qu’on  ait 


(«  — Om  = 


m.m- 1-  1 .m-f-a..  . m + R — 3 . 


« — ri 


î . fl  . 3 

on  aura  en  écrivant  la  série  à rebours 

m...Tn-\-n — I 


î . a ...n — i 2.3. . . . .n 

1.2.. ./i— -i  1.3. ..n — i 


.n — 1 


Or  la  somme  des  deux  premiers  termes  est 
égale  à 


2.3. 


1.2. 


. . n ( , 2.3 n + l 

. n — î \ ' n/  î . 2 ...  n — 1 . « ’ 


si  à ces  deux  termes  on  ajoute  le  suivant . la 
somme  des  trois  premiers  sera  égale  à 

a R+»  I 3-4. ..R+i 5-4.  . .71+1  / a\ 

1...71 1.71  1.2...  71^—1  1.2.  ..71  — 1\  ' ttj  * 

ou , ce  qui  revient  au  même , à 

3.4.  • .R  + 1 .R  + 3 
1.3...  R — i .n 

On  voit,  sans  qu’il  soit  nécessaire  d’aller  plus 
loin,  que  si  la  somme  des  k — 1 premiers  terme» 


■t»- 


f.jt 


• I 
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de  cette  suite  est  exprimée  par 

k — î.k. . . n + & — s 
1 . 2 ....  n — î.ro 

celle  des  Je  premiers  termes  delà  suite  sera  ex- 
primée par 

k — »+  k — a k.k- (-  1 ■ . ■ n-fft  — 3 

1 . a ...  n — î.a n — î ’ 

ou  bien  par 

k.k- 4-1  . . . ft-f-  n — 2 / k — i \ ( 

1 *..../î — 1 \ 1 *"  » /' 

ou  enfin  par 

k.k  i . . . . -t—  7t  — 2 . k-f-n — i 

1 . 2 n — i . n 

Si  donc  la  formule  est  établie  pour  un  certain 
nombre  de  termes , elle  le  sera  encore  quand 
on  en  considérera  un  de  plus,  et  par  consé- 
quent pour  un  nombre  quelconque  de  termes  ; 
mais  comme  elle  donne  la  somme  des  deux 
premiers  termes , quand  on  y fait  Je  = a- , il  s’en- 
suit qu’elle  donnera  la  somme  de  tant  de  termes 
qu’on  voudra;  ainsi  le  coefficient  du  nimt  terme 
du  développement  dont  il  s’agit  sera  égal  à 

m.m+i.m-t-2  ...m-f-n  — i n 
1.2.3...  n a ’ 

5.. 
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On  aura  donc 

\ 

Car — ct)~mi=j~w-|-mnx~ln~l  ^ a’x- m— 1 -f-  etc. 

Par  conséquent  la  formule  du  binôme  que  nous 
n’avions  démontrée  que  pour  le  cas  de  l’exposant 
entier  et  positif,  se  trouve  aussi  démontrée 
pour  le  cas  de  l’exposant  entier  et  négatif. 

a 5. On  aurait  pu  se  dispenser  de  recourir  à la 
sommation  des  suites  que  nous  avons  considé- 
rées, et  obtenir  directement  l’expression  du  terme 
général , en  employant  des  considérations  ana- 
logues à celles  dont  nous  nous  sommes  servi 
pour  le  cas  de  l’exposant  entier  et  positif, 
comme  on  le  verra  plus  loin  ; mais  la  som- 
mation de  ces  sortes  de  suites  devant  être 
pour  nous  d’un  très  - grand  usage , j’ai  cru 
devoir  suivre  cette  marche,  et  montrer  en 
même  temps  l’application  qu’on  en  peut  faire 
à la  recherche  des  coefficiens  du  binôme. 
On  pourrait  aussi  en  faire  l’application  à la 
recherche  des  coefficiens  du  binôme  lorsque 
l’exposant  est  positif;  cela  n'offre  aucune  dif- 
ficulté , il  suffit  seulement  pour  cela  de  savoir 
que  le  coefficient  numérique  d’un  terme  dans 
une  puissance  de  degré  quelconque , est  égal  à 
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celui  du  terme  de  même  rang  dans  la  puissance 
d’un  degré  moindre  d’une  unité  et  du  coeffi- 
cient du  terme  précédent  dans  cette  même 
puissance  j c’est  ce  qu’il  est  facile  de  démontrer: 
pour  le  faire  de  la  manière  la  plus  simple,  sup- 
posons qu’on  ait 


( 1 -f-z)"1  = 1 Az+  Bz*  -}-  Cz3-f-, . . 
et  qu’on  multiplie  les  deux  membres  par  î + z 


on  aura 

( 1 + z)m+I  = 1 -f- A 1 z 4-  B 

z*4-C 

4- 1 1 4- A 

4-B 

+• 


par  conséquent  le  coefficient  d’un  terme  quel- 
conque dans  une  puissance,  se  compose,  comme 
nous  l’avons  dit , du  coefficient  de  même  rang, 
dans  la  puissance  d’un  degré  moindre  d’une 
unité  et  du  coefficient  du  terme  précédent. 

26.  Dans  ce  qui  précède  nous  n’avons  considéré 
que  les  puissances  d’un  binôme  dont  le  premier 
terme  est  l’unité,  parce  qu’une  puissance  quel- 
conque de  tout  autre  binôme  peut  toujours  s’y 
ramener,  puisque,  pour  toutes  les  valeurs  de  m, 
on  a, 

( x -f-  a)'n  = xm^i  +~y  » 

et  parce  que  d’ailleurs  il  suffisait  d’établir  la  loi 
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suivant  laquelle  ils  se  forment  dans  cette  hy- 
pothèse , puisque  ces  coefficiens  restent  tou- 
jours les  mêmes,  quel  que  soit  le  premier  terme 
du  binôme. 

27.  De  la  loi  qui  unit  les  coefficiens  des  termes 
d’une  puissance  avec  ceux  des  termes  d’une 
puissance  inférieure  d’une  unité , il  résulte  que 
les  coefficiens  des  termes  d’une  puissance  quel- 
conque sont  des  nombres  entiers,  si  ceux  de 
la  puissance  immédiatement  inférieure  d’une 
unité  sont  aussi  des  nombres  entiers,  et  comme 
cela  a lieu  pour  la  première , cela  a lieu  aussi 
pour  la  seconde,  pour  la  troisième,  et  en  s’éle- 
vant de  proche  en  proche , on  voit  que  cela  a 
lieu  pour  toutes  les  puissances  entières  et  posi- 
tives. 

28.  De  cette  même  loi  il  résulte  aussi  que  si 
dans  une  puissance  les  coefficiens  des  termes 
pris  à distances  égales  des  extrêmes  sont  égaux, 
ils  le  seront  encore  dans  la  puissance  d’un  de- 
gré plus  élevé  d’une  unité , et,  comme  cela  a 
lieu  pour  la  première,  cela  aura  encore  lieu  pour 
toutes  les  puissances  entières  et  positives. 

29.Il  nous  reste  maintenant  à faire  voir  com- 
ment on  peut  trouver  les  coefficiens  des  termes 
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du  développement  des  puissances  entières  et 
négatives  de  x — a,  sans  avoir  recours  à la 
sommation  des  suites  que  nous  avons  employées 
plus  haut. 

3o.  Pour  y arriver,  nous  observerons  que  le 
coefficient  du  second  terme  du  produit  des  fac- 
teurs — - — , — l—L,  — - — , etc.  étant  la  somme 

des  seconds  termes  des  binômes  pris  avec  des 
signes  contraires,  et  ces  seconds  termes  étant 
égaux  à — a , leur  somme  prise  en  signe  con- 
traire sera  égale  à H-  ma. 

3 x . Le  coefficient  du  troisième  terme  étant  égal 
à la  somme  des  produits  de  deux  dimensions 
qu’on  peut  former  avec  les  seconds  termes  des 
binômes,  sera  égal  dans  l’hypothèse  où  tous  les 
seconds  termes  sont  égaux  à — a , à autant  de 
fois  a * qu’on  peut  former  de  produits  de  deux 
dimensions  avec  les  m lettres  a,  è,  c,  d,  etc.; 
or  le  nombre  des  produits  de  deux  dimensions 
qu’on  peut  former  avec  les  m lettres  a,  b,  c,  d,... 
se  compose  du  nombre  de  ceux  dans  lesquels  se 
trouve  lalettre  a,  et  du  nombre  de  ceux  dans 
lesquels  cette  même  lettre  ne  se  trouve  pas;  mais 
le  nombre  de  ceux  dans  lesquels  la  lettre  a se 
trouve  sont  en  nombre,  m,  puisque  cette  lettre 
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doit  être  multipliée  tant  par  elle-même  que  par 
chacune  des  autres,  pour  obtenir  les  produits 
de  deux  dimensions  dans  lesquels  la  lettre  a ne  se 
trouve  pas;  nous  observerons  que  l’un  quel- 
conque de  ces  produits,  tel  quepq,  par  exemple, 
peut  être  considéré  comme  provenant  du  chan- 
gement de  a en  p dans  le  produit  aq , ou  du 
changement  de  a en  q dans  le  produit  ap,  de 
même p%  peut  être  considéré  comme  provenant 
du  changement  de  a en  p dans  a*,  ou  du  chan- 
gement de  a en  j o dans  ap-,  et  ainsi  de  suite. 
Par  conséquent,  si  dans  les  produits  de  deux 
dimensions  dans  lesquels  se  trouve  la  lettre  ay 
on  change  cette  lettre  successivement  en  i, 
c,  d, on  aura  tous  les  produits  de  deux  di- 

mensions dans  lesquels  la  lettre  a ne  se  trouve 
pas,  répétés  deux  fois;  or  le  changement  de<z 

en  b , c,  d, dans  chaque  produit  de  deux 

dimensions  en  donnera  m — 1.  Ainsi,  puisqu’il  y 
a m produits  de  deux  dimensions  dans  lesquels 
se  trouve  la  lettre  a,  on  en  aura  en  ionXm.m — 1 ; 
dans  lesquels  cette  lettre  ne  se  trouve  pas,  et 
comme  les  mêmes  produits  se  trouvent  répétés 
deux  fois,  et  que  d’ailleurs  il  ne  peut  y en  avoir 
d’autres , il  en  résulte  que  le  nombre  total  des 
produits  de  deux  dimensions  qu’on  peut  former 
ayec  les  lettres  a,  b7c,d,o  te.;  et  par  conséquent 
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le  coefficient  numérique  du  troisième  terme 
de  la  puissance  que  l’on  considère  est  égal  à 

m H — , ou,  ce  qui  revient  au  meme  a 

m.  m ri-  1 
2 

3a.  Le  coefficient  du  quatrième  terme  dans  le 
produit  des  facteurs  que  l’on  considère,  étant 
la  somme  des  produits  de  trois  dimensions 
qu’on  peut  former  avec  les  seconds  termes  des 
binômes,  sera  égal  dans  l’hypothèse  où  tous  les 
seconds  termes  seraient  égaux  à a à autant 
de  fois  a3  qu’on  peut  former  de  produits  de  trois 
dimensions  avec  les  lettres  a , b,  c,  d,....-,  or  le 
nombre  de  ces  produits  se  compose,  du  nombre 
de  ceux  dans  lesquels  la  lettre  a se  trouve,  et 
du  nombre  de  ceux  dans  lesquels  la  lettre  a ne  se 
trouve  pas,  et  comme  les  produits  de  trois 
dimensions  dans  lesquels  la  lettre  a se  trouve 
sont  en  même  nombre  que  les  produits  de 
deux  dimensions  qu’on  peut  former  avec  les 

lettres  a,  b , c,  d , , puisqu’ils  résul~ 

tent  du  produit  de  la  lettre  a par  tous  les  pro- 
duits de  deux  dimensions  qu’on  peut  former 
avec  les  mêmes  lettres;  il  en  résulte  que  le 

nombre  de  ces  produits  est  ; pour  ob- 
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tenir  les  produits  des  trois  dimensions  dans 
lesquels  ne  se  trouve  pas  la  lettre  a , on  peut 
remarquer  qu’un  produit  tel  que  bcd  peut  être 
considéré  comme  provenant  du  changement 
de  a en  b dans  le  produit  acd , ou  bien  du 
changement  de  a en  c dans  abd,  ou  bien  encore 
du  changement  de  a en  d dans  abc.  Il  en  est 
de  même  pour  tout  autre  terme  tel  que  b'c , 
puisqu’on  peut  le  regarder  comme  provenant 
du  changement  de  a en  b dans  a*c,  ou  de  celui 
de  a en  b dans  abc , ou  encore  de  a en  c dans 
ab%  -,  et  ainsi  de  suite.  Par  conséquent,  si  dans 
les  produits  de  trois  dimensions  qui  renferment 
la  lettre  a , on  change  successivement  a en  b , 
c,  d,  etc.,  on  aura  le  triple  des  produits  de 
trois  dimensions  dans  lesquels  la  lettre  a ne  se 
trouve  pas.  Or  le  changement  de  la  lettre  a 

dans  chacune  des  autres  lettres  b , c,  d , 

donne  autant  de  fois  m — 1 produits  de  trois 
dimensions  qu’il  y a de  produits  de  cette  di- 
mension dans  lesquels  se  trouve  la  lettre  a, 
et  comme  ces  derniers  sont  au  nombre  de 

— , il  s’ensuit  que  le  nombre  des  produits 

différens  où  la  lettre  a n’entre  pas,  sera  égal 

s 771  1 . 771.771  + 1 . * , 

a - — g : si  a ce  nombre  on  ajoute 
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celui  des  produits  de  trois  dimensions  dans 
lesquels  se  trouve  la  lettre  a,  c’est-à-dire 

Tn'Tn^-~,  on  aura  le  nombre  total  des  produits 

de  trois  dimensions  qu’on  peut  former  avec  les 
m lettres  a,  b , c,  d , ; or 

I 

m — 1 .m.m  i m.m  _ m.m  -f-  j .m  -f-  2. 

a . 3 a 2.3  ’ 

par  conséquent  le  coefficient  numérique  du 
quatrième  terme  sera 

m . m -f- 1 . m -f-  a 
s~3  * 

55.  Supposons,  pour  plus  de  généralité,  qu’il 
s’agisse  du  coefficient  du  (/z-f-i)'™'  terme, 
ce  coefficient  étant  ce  que  devient  la  somme 
des  produits  de  n dimensions  qu’on  peut 

former  avec  les  lettres  a,b,c,  d, etc., 

lorsqu’on  les  suppose  toutes  égales  entr’elles,  est 
égal  à autant  de  fois  an  qu’on  peut  former  de 
ces  produits;  or  parmi  ces  produits  il  y en  a 
qui  contiennent  la  lettre  a et  d’autres  qui  ne 
la  contiennent  pas,  ceux  qui  contiennent  la 
lettre  a résultent  du  produit  de  cette  lettre  par 
tous  les  produits  de  « — î dimensions  qu’on 
peut  former  avec  les  lettres  a,  b,  c,  d, ; 
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pour  avoir  les  produits  de  n dimensions  dans 
lesquels  la  lettre  a ne  se  trouve  pas , nous  ob- 
serverons qu’un  produit  tel  que  bpcfdr  peut  être 
considéré  comme  provenant  du  changement 
de  la  lettre  a en  b dans  l’un  ou  l’autre  des  pro- 
duits 

a bP~'  c»  dr, 
a1  br~*  d dr , 
a?  bP~ 3 ci  dr, 


a p c*  dr; 

ou  bien  du  changement  de  a en  c dans  l’un  ou 
l’autre  des  produits 

a bP  &>-'  d’ , 
aa  bP  dr , 
a3  bf  d~3  dr , 


an  bp  dr  ; 

ou  bien  encore  comme  provenant  du  change- 
ment de  a eu  c?  dans  l’un  ou  l’autre  des  pro- 
duits 

a bP  ci  dr~' , 
a1  bP  ci  d r“\ 
a?  bf  c»  dr~3 , 


ar  bf  c* } 
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et  ainsi  de  suite,  s’il  se  trouve  un  plus  grand 
nombre  de  lettres , et  comme  ces  produits  de 
n dimensions  sont  les  seuls  qui,  par  le  chan- 
gement de  a en  ù,  c,  d, donnent  le  produit 

frcd' ; il  s’ensuit  que  si  dans  les  produits  de 

n dimensions  dans  lesquels  la  lettre  a se  trouve 

on  change  successivement  a en  b , c,  d , 

on  aura  tous  les  produits  de  n dimensions  dans 
lesquels  la  lettre  a ne  ’se  trouve  pas  répétés 
autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  la  somme 
des  exposans,  c’est-à-dire  dans et 
par  conséquente  fois,  puisque  p-\-q-\-r-\-...=n. 
Pour  avoir  le  nombre  de  tous  ces  produits  ainsi 
répétés,  nous  observerons  que  la  substitution 

des  lettres  b,  c,  d, dans  chacun  des 

produits  où  se  trouve  la  lettre  a,  en  donnera 


autant  qu’il  y a de  lettres  b,  c,  d , et 

comme  elles  sont  au  nombre  de  m — 1 , on 


aura  autant  de  fois  m — > j produits  de  n lettres 
dans  lesquels  la  lettre  a ne  se  trouve  pas  qu’il 
y a de  produits  de  n dimensions  dans  lesquels 
cette  lettre  se  trouve;  par  conséquent,  si  on 
désigne  par  P le  nombre  des  produits  de  n di- 
mensions dans  lesquels  se  trouve  la  lettre  ay 

- ■ ~ — sera  le  nombre  des  produits  différens 
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dans  lesquels  cette  lettre  ne  se  trouve  pas,  de 
sorte  que  la  somme  des  uns  et  des  autres , 
c’est-à-dire  le  nombre  total  des  produits  de  n 
dimensions  qu’on  peut  former  avec  les  m lettres 
a y b , c,  etc.,  et  par  suite  le  coefficient 

numérique  du  ( n -j~  1 )ieme  terme  du  dévelop- 
pement de  ( x — à)~m  sera  égal  àP-f-P  • 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  à P Mais 

comme  le  nombre  des  produits  de  n dimensions 
dans  lesquels  la  lettre  a se  trouve  est  le  même 
que  celui  des  produits  de  n — • 1 dimensions 
qu’on  peut  former  avec  les  m lettres  a,  b,  c, 
et  que  d’ailleurs  le  nombre  de  ces  produits 
exprime  le  coefficient  du  terme  qui  précède 
celui  qui  est  affecté  de  anx~m~B , il  en  résulte, 
à cause  que  l’exposant  de  x dans  le  terme 
qui  précède  celui-ci  est  plus  grand  d’une 
unité,  et  que  celui  de  a est  moindre  de  la  même 
quantité,  que  dans  le  cas  de  l’exposant  entier  et 
négatif,  comme  dans  celui  de  l’exposant  entier 
et  positif,  il  faudra  pour  passer  d’un  terme  au 
suivant  multiplier  le  premier  de  ces  deux 
termes  par  l’exposant  de  * dans  ce  même 
terme,  et  diviser  par  le  nombre  des  termes 
qui  précède,  puis  multiplier  ce  résultat  par  le 


Digitized  by  GoogI 


d’analyse. 


4rr 


rapport  du  second  terme  du  binôme  au  premier 
terme  de  ce  même  binôme. 

34.  De  tout  ce  qui  précède  il  suit  que  le  résul- 
tat de  la  substitution  de  m-\-n  au  lieu  de  ni  dans 
le  développement  de  (i-f-z)“,  lorsque  m est  un 
nombre  entier  positif  ou  négatif,  est  précisé- 
ment le  même  que  le  produit  de  deux  séries 
dont  l’une  serait  le  développement  de  (i-j-z)m, 
et  dont  l’autre  serait  celui  de  ( i +z)",  puisque 
( i H-  i -f-  z)m . ( 1 -f- z )".  On  voit  aussi 

que  le  résultat  de  la  substitution  de  km  au  lieu 
de  m dans  la  série  qui  donne  le  développement 
de  ( 1 -f-  z )m,  est  le  même  que  si  on  multipliait 
un  nombre  k de  séries  toutes  égales  à celles  qui 
expriment  le  développement  de  (i-f-z)mf{Jorsque 
m est  entier  positif  ou  négatif.  Si  donc  on  veut 
repasser  du  développement  de  ( î -f-  z)km  à celui 
de  ( î +z  )m,  il  suffira  de  diviser  par  k les  pre- 
miers termes  des  facteurs  qui  forment  les  coel- 
ficiens  des  termes  afiectés  des  puissances  suc- 
cessives de  z dans  le  premier  développement; 
il  en  serait  de  même  si  on  avait  à extraire  de 
( i + z)*"  une  racine  d’un  degré  marqué  par  un 
des  facteurs  de  l’exposant  de  la  puissance , si 
la  racine  à extraire  était  d’un  degré  qui  ne  fut 
point  un  des  facteurs  de  l’indice  de  la  puissance  ; 
il  est  facile  de  voir  que  le  résultat  de  la  subs- 
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titution  de  ” au  lieu  de  m dans  le  développe- 
ment de  ( i -f-  z)m,  serait  encore  intermédiaire 
entre  les  deux  séries  qui  expriment  les  puis- 
sances entières  de  (1  -f-z)  qui  sont  immédia- 
tement au-dessus  et  au-dessous  de  ^ : déplus, 

si  on  suppose  que  cette  fraction  passe  par  tous 
les  états  de  grandeur  dépuis  un  nombre  entier 
jusqu’au  nombre  entier  immédiatement  supé- 
rieur, les  résultats  des  diverses  substitutions, 
dans  la  série,  varieront  aussi  d’une  manière  in- 

m 

sensible  et  dans  le  même  sens  que  (1 -f-z)“, 
de  manière  à être  toujours  compris  entre  les  va- 
leurs des  puissances  entières  de  i-f-z  qui  sont 

immédiatement  supérieures  et  inférieures  a 

n 

Nous  allons  faire  voir  maintenant  que  les  ac- 
croissemens  de  la  série  à mesure  que  — aug- 
mente, correspondent  précisément  à ceux  de 

m 

(1  -f-  z)“;  de  sorte  que  cette  série  qui  n’est 
démontrée  par  ce  qui  précède , que  pour  le  cas 
de  l’exposant  entier,  le  sera  encore  lorsque 
l’exposant  sera  fractionnaire,  et  par  suite  lors- 
qu’il sera  un  nombre  quelconque  rationnel  ou 
irrationnel,  positif  ou  négatif. 

Démonstration 
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Démonstration  de  la  formule  du  binôme 
lorsque  l'exposant  est  fractionnaire  ou 
incommensurable  , positif  ou  négatif 


35.  Considérons  la  série  indéfinie 


i -f-mz-f- 


Tti.m  ■ 


i m.m- 

-ïH 


1 .m  ■ 


■ z?  -)-  etc.  ; 


et  substituons-y  successivement  au  lieu  de  m 

les  quantités  n,  p,  q, on  aura  autant  de 

séries  semblables  à la  première  qu’on  aura  fait 
de  substitutions,  enmultipliant  toutes  ces  séries 
entr’elles,  et  par  la  première,  on  obtiendra  un 
produit  danslequel  le  premier  terme  sera  l’unité 
et  dont  tous  les  autres  seront  multipliés  par 
des  puissances  de  z.  Si  on  conçoit  ce  produit 
ordonné,  par  rapport  aux  puissances  succes- 
sives de  cette  quantité,  les  coefficiens  de  chaque 
puissance  seront  du  degré  de  cette  puissance, 
et  comme  la  forme  sous  laquelle  on  peut  mettre 
chacun  d’eux  est  indépendante  de  la  nature  des 
quantités  m,  n,  p,  q , etc.;  il  en  résulte  que 
si  on  assigne  la  forme  sous  laquelle  on  peut  les 
présenter  lorsque  m,  n,p,...  sont  des  nombres 
entiers,  la  même  forme  conviendra  encore 

lorsque  m , n,  p, seront  quelconques;  or, 

4 
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lorsque  m,n,p , etc.  sont  des  nombres  entiers,' 
la  première  série  exprime  le  développement  de 
(1  -f-  z)m;  la  deuxième  celui  de  (i+z)";  la 
troisième  celui  de  ( x + zy,  et  ainsi  de  suite. 
Ainsi  leur  produit  répondra  au  développement 

de  (x  , et  par  conséquent  sera 

une  série  semblable  à la  première  qui  sera  com- 
posée en  /7i  + «+p+ de  la  même  ma- 

nière que  la  première  l’est  en  m\  donc  le  pro- 
duit qui  résultera  de  la  multiplication  de  toutes 
ces  séries  sera  encore  ce  que  devient  la  pre- 
mière série,  lorsqu’au  lieu  de  m on  y substi- 
tue m + n+  j?+ , quelles  que  soient 

d’ailleurs  les  quantités  représentées  par  m,  ny 
jd,  etc.  Car  si  les  coefficiens  des  diverses  puis- 
sances de  z dans  le  produit  de  toutes  ces  séries 
différaient  par  quelques  termes  de  ceux  des 
coefficiens  des  mêmes  puissances  de  z , lorsque 
m,  n,  p,  etc.  sont  des  nombres  entiers,  il  fau- 
drait que  ces  derniers  termes  s’entre-détruisissent 
pour  toutes  les  valeurs  qu’on  pourrait  donner  aux. 
quantités  m,  n,  p,  q,  etc.;  ainsi  il  faudrait 
qu’après  avoir  donné  à n,  p,  q,  etc.  des  va- 
leurs particulières,  il  fût  possible  de  rendre 
nul  d’une  infinité  de  manières  un  polynôme  dans 
lequel  il  n’y  aurait  que  des  puissances  entières 
de  m,  et  dont  le  degré  ne  pourrait  surpasser 
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celai  de  l’exposant  de  z qui  le  multiplie,  ce  qui 
est  absurde  ; par  conséquent , si  on  suppose 
que  les  séries  dont  on  a parlé  soient  en  nombre 
k et  qu’elles  soient  toutes  égales  à la  première, 
on  aura  pour  la  puissance  k de  cette  dernière 
série  un  résultat  qui  sera  ce  que  devient  cette 
même  série  lorsque  pour  m on  substitue  km. 
Si  donc  on  suppose  que  m représente  une 

fraction  et  qu’on  fasse  k=n-,  la  série 


771 

1+-Z  + 


m 

n 


. z%  -f-  etc.  , 


élevée  à la  puissance  n donnera  le  développe- 
ment de  (1  -f-z)m. 


36.  Si  le  nombre  m est  irrationnel,  on  peut  le 
concevoir  compris  entre  deux  nombres  ration- 
nels aussi  resserrés  qu’on  le  voudra,  et  comme 
les  termes  de  la  série  seront  toujours  compris 
entre  les  termes  correspondans  de  deux  séries 
semblables  formés  avec  ces  nombres  rationnels, 
il  en  résulte  que  la  première  série  exprimera 
encore  la  valeur  de  ( x -f-  z)m,  lorsque  m sera 
irrationnel,  pourvu  toutefois  que  le  deuxième 
terme  soit  moindre  que  l’unité. 

37.  Il  est  bon  d’observer  que  la  série  dont 

4. . 
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nous  parlons  donne  non-seulement  la  valeur  de 
( 1 -f-  z )",  lorsque  z est  plus  petit  que  1 , mais 
encore  qu’elle  exprime  toujours  le  développe- 
ment de  cette  puissance  ; car  si  le  développe- 
ment pouvait  en  différer  par  les  coefficiens, 
on  aurait  en  les  représentant  par  A,  B,  C,  etc. 

( i -f-  z)m  = i + Aa  Bz*  -f-  Cz3  + . . . 

mais  on  a 

. . fil  » fil  ““  1 . 

( i + z)m  = 1 -f  mz  -\ z1  -f-  etc. 

Ainsi  en  comparant  les  seconds  membres , on 
en  déduirait  des  équations  contradictoires  avec 
notre  hypothèse. 

38.  La  formule  du  binôme  que  nous  n’avions 
d’abord  démontrée  que  pour  le  cas  de  l’expo- 
sant entier  se  trouve  donc  démontrée  pour  tous 
les  cas,  et  par  conséquent  peut  être  employée  à 
l’extraction  des  racines  des  nombres;  il  suffit 
pour  cela  de  décomposer  le  nombre,  dont  on 
veut  extraire  la  racine,  en  deux  parties  inégales 
dont  la  plus  grande  soit  une  puissance  exacte 
de  l’indice  de  la  racine,  et  qu’on  la  prenne  pour 
le  premier  terme  du  binôme;  c’est  ce  qu’on 
voit  par  la  formule 
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(x  + a)m~xm  Çi  = 


{a  m.m - 
1 + m-  + 


x 


ia% 
-.-+«c 


■>} 


car  si  jc  était  plus  petit  que  fl,  la  série  qui  est 
comprise  dans  la  parenthèse  serait  divergente 
et  ne  pourrait  être  employée  pour  l’usage  de 
l’extraction  des  racines  : mais  on  peut,  à l’aide 
d’une  préparation  fort  simple,  trouver  une  série 
qui  converge  toujours  quelle  que  soit  la  grandeur 
de  la  première  des  deux  parties  dans  lesquelles 
le  nombre  est  décomposé;  car  on  a,  quel 
que  soit  m 


(x  + e)’ 


développant  le  second  membre,  on  aura 


(x+a)"  = x»[i+m^. 


série  qui  est  toujours  convergente  et  qui  n’exige 
d’autre  attention,  pour  l’extraction  des  racines, 
si  ce  n’est  de  prendre  pour  xm  un  nombre 
rationnel. 


3g.  Pour  terminer  ce  que  nous  avons  à dire 
ici  sur  le  développement  des  puissances,  nous 
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allons  considérer  celui  d’une  puissance  quel- 
conque d’un  polvnome  composé  de  tant  de 
termes  qu’on  voudra.  Nous  supposerons,  pour 
fixer  les  idées,  qu’il  s’agisse  de  trouver  le  déve- 
loppement de  {a+b-\-c-\-d)m ; pour  y arriver, 
nous  observerons  qu’il  suffit  de  remplacer  dans 
le  développement  de  (a-\-b)m  la  lettre  b par  b-+-c7 
d’effectuer  les  puissances  indiquées  sur  ce  bi- 
nôme dans  chacun  des  termes , et  de  substituer 
dans  le  résultat  c-\-d  au  lieu  de  c,  puis  de  dé- 
velopper les  diverses  puissances  de  c -f-  d.  Pour 
obtenir  le  terme  général  de  ce  développement, 
nous  observerons  que  celui  de  (a-f-  b)m  pouvant 
être  représenté  par  celui  de  (b  -f-  c)“ 

pourra  être  représenté  par  N 'bn~pc?  et  celui 
de  (c-f-  dy  par  JNV_,c/*;  par  conséquent  le 

terme  général  du  développement  de 

(a-f-è-f-c-f-  d)m  pourra  être  représenté  par 
]SN,ÎS"an'~nb''-!’cp~',d1  -,  or  on  sait  qu’on  a 

N — m m—  n+  i 

— 1 n 

Si  on  introduit  au  numérateur  et  au  dénomi- 
nateur de  la  fraction  qui  compose  le  second 
membre  de  cette  équation,  les  facteurs  m — ny 

m — n — î m,  c’est-à-dire , les  facteurs 

qui  manquent  au  numérateur  de  cette  fraction 
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pour  que  le  numérateur  soit  égal  à 1.2  ...m, 
et  qu’on  supprime  au  numérateur  et  au  déno- 
minateur de  la  fraction  qui  en  résultera,  les 
facteurs  1.2 n qui  se  trouvent  au  déno- 

minateur de  la  première  fraction,  on  aura 

N n + 1 m 

1 ......  m — n* 


on  aura  de  même 

+ ", 

1 Tl p 

q + 1 p • * 

1 P — <7  * 

par  conséquent 

NN'N" n — 1 • ' ’m  P "f*  J . ■ . .w  q -J-  1 . . .p 

1.2. . . .m  — n " 1 .2..  .n  — p ' 1.2. . .p  —~q’ 

Si  on  multiplie  le  numérateur  et  le  dénomi- 
nateur de  la  fraction  qui  compose  le  second 
membre  de  cette  équation  par  1 .2. . . .q,  on 
verra  que  le  terme  général  du  développement 
de  (a  + b + c 4-  d)n  est 


* ‘g m 

1 .2.  .771 — n.  1.2.  .71 — p.  1.2.  .p — q.  1.2  ..q 


am-'bn-rc*-id! , 


et  que  par  suite  ce  développement  se  compo- 
sera d’autant  de  termes  de  la  forme 


•— -■ : bcd m 

1 •«.<£.  1 . , .c'a  fi  y 1* 
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( lorsque  m est  un  nombre  entier  ) qu’on 

pourra  satisfaire  de  fois  à l’équation 

= en  prenant  pour 
(Z,  y,  cf  des  nombres  entiers  et  positifs. 

Si  le  nombre  m est  fractionnaire  ou  néga- 
tif, le  terme  général  résultera  de  la  substi- 
tution de  au  lieu  de  b dans  celui 

de  (a  -f-  b)m  ; or  le  terme  général  de  (a  -f-  b)m  est 

m m — n 4-  î , 

— — cim  nbm y 

1 n 

d’ailleurs  celui  de  (b  + c -f-  d)n  lorsque  n est 
entier  et  positif,  est  * 


1 


1 


.. .0.1. 


Cyd 


«r 

> 


ainsi  celui  de  (a  + b + c + d)m  sera 


m m —n  - f- 

1 . . l . . .y. 1 . . . 


I m — n É y t 
o c d ; 


P,yy<P  étantdes  nombres  entiers  et  positifs,  et 
pris  de  manière  que  leur  somme  soit  égale  à n . 

4o.  Si  on  veut  avoir  la  somme  des  coefficienS' 
numériques  des  termes  du  développement  d’une 
puissance  quelconque  d’un  polynôme  com- 
posé d’un  nombre  fini  de  termes,  il  n’y  a qu’à 
supposer  que  chacun  des  termes  du  polynôme 
devient  égal  à l’unité,  et  on  trouvera  que  la 
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somme  de  tous  les  termes  du  développement 
de  la  puissance  ni  d’un  polynôme  composé 
de  n termes , est  égal  à nm. 


4i . Nous  avons  oublié  plus  haut  de  considérer 
le  produit  de  plusieurs  facteurs  binômes  dont 
tous  les  termes  sont  inégaux,  tels  que  (a  + b)t 
(c  -f-  d),  ( e h)-,  mais  rien  n’est  plus 

simple  que  de  reconnaître  la  composition  des 
différons  termes  de  leur  produit  : il  suffit  pour 
cela  de  diviser  chaque  binôme  par  son  premier 
terme  et  de  les  multiplier  ainsi  divisés,  puis  de 
multiplier  le  produit  qui  en  résulte  par  celui 
des  premiers  termes  des  binômes.  Si  on  opère 
ainsi  qu’il  vient  d’être  dit  sur  les  binômes  qu’on 
vient  de  considérer , leur  produit  sera  le  même 
que  celui  qui  résulte  delà  multiplication  des 
facteurs 


ace 


*•••(■ +ï)(,+0(,+{)(,+î)- 


Or,  en  vertu  de  ce  qu’on  sait  touchant  le  produit 
de  plusieurs  facteurs  binômes  qui  ont  un  même 
premier  terme,  il  est  facile  de  voir  que  le  produit 
précédent  ou  celui  des  facteurs  ( a-\~b ),  (c-\-d), 
(«+/),  (i+  h ) est  égal  au  produit  des  pre- 
miers termes,  plus  tous  les  produits  de  chacun 
des  seconds  termes  par  les  produits  des  pre- 
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miers  termes  des  autres  facteurs,  plus  tous 
les  produits  des  seconds  termes  des  binômes 
pris  deux  à deux  et  multipliés  respectivement 
par  les  produits  des  premiers  termes  des  autres 
binômes,  plus  la  somme  des  produits  trois  à 
trois  des  seconds  termes  par  les  produits  des 
premiers  termes  des  autres  binômes , et  ainsi 
de  suite  jusqu’au  dernier  terme  qui  est  le  pro- 
duit de  tous  les  seconds  termes  des  binômes. 

42.  Dans  ce  qui  précède  nous  avons  fait  voir 
que  la  série  qui  exprime  le  développement  d’une 
puissance  entière  d’un  binôme  jouit  de  toutes 
les  propriétés  qui  caractérisent  cette  fonction,  de 
sorte  que  sa  marche  dans  ses  accroissemens 
et  ses  diminutions,  est  précisément  la  même  que 
celle  de  la  fonction.  Mais  ce  que  cette  série  offre 
de  plus  remarquable , ce  n’est  point  seulement  de 
suivre  dans  ses  variations  successives  les  mêmes 
changemens  qu’éprouve  la  fonction  qu’elle  re- 
présente, lorsque  le  degré  de  la  puissance  est 
un  nombre  entier,  mais  c’est  de  pouvoir  repré- 
senter encore  les  variations  que  subit  la  même 
fonction  lorsque  l’exposant  est  un  nombre  frac- 
tionnaire, etpar  suite,  lorsqu’il  est  quelconque  : 
cette  extension  d’une  même  formule  à tous  les 
cas  qui  peuvent  s’offrir  a été  pour  l’analyse  un 
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des  plus  beaux  résultats  obtenus  dans  l’un  des 
siècles  derniers,  et  surtout  un  des  plus  propres  à 
montrer  l’influence  que  les  signes  peuvent  avoir 
sur  la  science  des  grandeurs,  lorsqu’ils  sont 
choisis  de  manière  à pouvoir  être  traités  dans 
leurs  combinaisons,  aussi  bien  que  dans  l’éva- 
luation des  fonctions  qu’ils  représentent,  comme 
de  simples  quantités. 

Théorie  générale  des  équations. 

43.  Si  dans  un  polynôme  qui  résulte  de  la  mul- 
tiplication du  produit  d’un  certain  nombre  de 
facteurs  binômes,  tels  que  x — a,  x — b , 
x — c , x — d, . . . . on  substitue  au  lieu  de  x 
une  quantité  quelconque,  le  résultat  de  la  subs- 
titution sera  le  même  que  si  elle  avait  lieu  dans 
les  facteurs  binômes  et  qu’ensuite  on  les  mul- 
tipliât entr’eux.  Or  la  substitution  de  l’une 
quelconque  des  quantités  a,  b,  c,  d,....  dans 
les  facteurs  x — a,  x — b,  x — c,  x — d,.„ 
rendant  nul  un  de  ces  facteurs,  et  la  substi- 
tution de  toute  autre  quantité  ne  pouvant  rendre 
nul  àucun  d’eux,  il  en  résulte  que  non-seu- 
lement les  premières  quantités  étant  substituées 
dans  le  polynôme  jouiront  de  la  propriété  de  le 
rendre  nul , mais  encore  qu’elles  seront  les  seules 
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qui  en  jouissent  ; par  conséquent,  si  un  poly- 
nôme résulte  du  produit  de  plusieurs  facteurs 
binômes , il  ne  peut  devenir  nid  par  la  substi- 
tution d’un  plus  grand  nombre  de  quantités 
qu’il  n’est  marqué  par  son  degré. 

44.  De  ce  qui  précède  il  suit  que  si  un  poly- 
nôme provient  du  produit  de  plusieurs  fac- 
teurs du  premier  degré,  il  ne  peut  résulter 
du  produit  d’aucun  autre  système  de  facteurs 
de  ce  degré  ; car  si  un  polynôme  pouvait  pro- 
venir du  produit  des  focteurs  x — a , k — b , 
x — c,. . . . et  d’un  autre  système  de  focteurs 
dont  x — x différent  de  x — a,  x — b,  x — c 
ferait  partie , il  s’ensuivrait  que  la  quantité  a. 
qui  rend  nul  le  second  système  devrait  rendre 
nul  le  premier,  ce  qui  est  impossible,  puisque 
a par  hypothèse  est  différent  de  a,  b,  c; . . . 
ainsi  les  focteurs  du  second  système  ne  peuvent 
différer  de  ceux  du  premier  ; de  plus,  si  l’un  d’eux 
x — a,  par  exemple , se  trouve  élevé  à une 
certaine  puissance  dans  le  premier  système , 
il  ne  peut  se  trouver  dans  le  second  élevé  à 
une  autre  puissance  ; car  si  le  contraire  avait 
lieu,  en  divisant  les  deux  systèmes  par  la  plus 
petite  puissance  de  x — a qui  se  trouve  dans 
l’un,  il  en  résulterait  deux  quotiens  égaux. 
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quoique  le  facteur  x — a se  trouve  dans  l’un  et 
ne  se  trouve  pas  dans  l’autre,  ce  qui  ne  peut  avoir 
lieu , puisqu’on  pourrait  en  conclure  que  la 
substitution  de  a à la  place  de  x , dans  un  poly- 
nôme, pourrait  rendre  nul  ce  polynôme  et 
ne  pas  le  rendre  nul,  ce  qui  est  impossible; 
donc  il  est  pareillement  impossible  qu’il  existe 
plusieurs  systèmes  de  facteurs  du  premier 
degré  qui,  étant  multipliés  entr’eux , puissent 
donner  le  même  produit. 

45.  C’est  à cause  de  cette  propriété  qu’ont  les 
quantités  a , b,  c,  d,...  de  donner  les  coef- 
ficiens  d’un  polynôme,  et  de  les  donner  de 
manière  à être  les  seules  qui  puissent  les  re- 
produire, lorsqu’elles  sont  prises  en  même 
nombre  et  soumises  aux  opérations  indiquées 
par  la  manière  dont  elles  entrent  dans  la  com- 
position des  coefficiens,  qu’on  leur  a donné  le 
nom  de  racines. 

46.  De  ce  que  nous  avons  dit  sur  le  produit 
de  plusieurs  facteurs  binômes,  touchant  la 
manière  dont  les  seconds  termes  entrent  dans 
la  composition  des  coefficiens  des  diverses 
puissances  du  terme  commun  à tous  ces  bi- 
nômes , et  de  ce  que  ces  seconds  termes  sont 
les  racines  du  produit  prises  avec  des  signes 
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contraires , on  peut  conclure , i°.  que  le 
coefficient  du  second  terme  d’un  polynôme  qui 
résulte  du  produit  d’un  nombre  quelconque  de 
facteurs  simples,  est  égal  à la  somme  des  ra- 
cines prises  avec  des  signes  contraires  ; 

2°.  Que  le  coefficient  du  troisième  terme  est 
la  somme  des  produits  deux  à deux  des  racines 
prises  avec  des  signes  contraires,  ou  simple- 
ment la  somme  des  produits  deux  à deux  des 
racines,  puisque  le  changement  de  signe  des 
facteurs  ne  change  point  leur  produit  lorsqu’ils 
sont  en  nombrê  pair. 

3*.  Que  le  coefficient  du  quatrième  terme 
est  la  somme  des  produits  trois  à trois  des  ra- 
cines prises  avec  des  signes  contraires , et  ainsi 
de  suite  jusqu’au  dernier  terme,  qui  est  le  pro- 
duit des  racines  prises  avec  des  signes  con- 
traires. 

47 . Il  résulte  encore  de  ce  que  nous  venons  de 
dire,  que  si  le  second  terme  manque,  la  somme 
des  racines  positives  est  égale  à la  somme  des 
racines  négatives,  que  si  le  troisième  ne  s’y 
trouve  pas,  la  somme  des  produits  deux  à deux 
qui  ont  le  signe  plus,  est  égale  à celle  des  pro- 
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doits  deux  à deux  qui  ont  le  signe  moins,  et 
ainsi  de  suite. 

48.  On  voit  parce  qui  vient  d’être  dit , qu’il  est 
toujours  facile  de  former  les  divers  coefficiens 
d’un  poljnome  dont  on  connaît  tes  racines. 
Mais  il  n’en  est  pas  ainsi  de  la  détermination 
des  racines  par  les  coefficiens , car  les  efforts 
réunis  des  plus  grands  géomètres  n’ont  pu  jus- 
qu’à présent  surmonter  les  obstacles  qui  s’op- 
posent à cette  détermination,  excepté  pour  les 
équations  des  quatre  premiers  degrés,  et  un 
petit  nombre  de  classes  particulières  5 du  moins 
en  considérant  cette  détermination  dans  le 
sens  le  plus  absolu,  lequel  consiste  à trouver 
le  système  des  opérations  à effectuer  sur  les 
coefficiens  d’un  polynôme,  ou  en  d’autres 
termes , à trouver  les  fonctions  de  ces  coeffi- 
ciens qui,  étant  substituées  à la  place  de  x , 
jouissent  de  la  propriété  de  le  rendre  nul. 
Comme  c’est  à cette  détermination  que  se  ré- 
duit la  recherche  des  valeurs  des  inconnues  dans 
les  équations  de  degré  quelconque  à une  seule 
inconnue , on  lui  a donné  le  nom  de  résolution 
générale  et  algébrique  des  équations. 

Cette  résolution  générale  ne  s’étendant 
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pas , ainsi  qu’on  vient  de  le  dire , au-delà  de  l’é- 
quation du  quatrième  degré,  et  comme  c’est 
toujours  en  dernière  analyse  à la  recherche  des 
quantités  qui  jouissent  de  la  propriété  de  rendre 
nul  un  polynôme  dont  les  coefiiciens  sont  des 
nombres,  que  se  réduit  la  recherche  des  va- 
leurs des  inconnues  dans  les  équations  de  de- 
gré quelconque;  on  a cherché,  au  défaut  de 
formules  générales,  des  règles  propres  à donner 
les  valeurs  numériques  et  effectives  des  ra- 
cines d’une  manière  rigoureuse  lorsque  cela 
est  possible , ou  aussi  approchées  qu’on  le  veut 
lorsqu’on  ne  peut  les  obtenir  exactement  : c’est 
dans  la  détermination  et  l’emploi  de  ces  règles 
que  consiste  ce  qu’on  appelle  la  résolution 
numérique  des  équations. 

4g.  Nous  avons  vu  plus  haut  que  lorsqu’un 
polynôme  résulte  du  produit  de  plusieurs  fac- 
teurs du  premier  degré  , il  avait  autant  de 
racines  qu’il  y a d’unités  dans  le  degré  du 
polynôme  et  que  pour  obtenir  les  facteurs 
simples  dont  il  est  composé , il  suffisait  de 
rechercher  les  quantités  qui,  étant  substituées 
à la  place  de  x jouissaient  de  la  propriété  de  le 
rendre  nul.  11  nous  reste  maintenant  à faire 
voir  que. l’existence  d’une  quantité  qui  rend 

nul 
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nul  un  polynôme  entraîne  nécessairement 
celle  d’un  facteur  du  premier  degré,  et  qu’un 
polynôme  rationnel  de  degré  quelconque  peut 
toujours  être  décomposé  en  autant  de  fac- 
teurs du  premier  degré  qu’il  est  marqué  par 
le  degré  du  polynôme.  C’est  l’objet  des  théo- 
rèmes suivans. 

THÉORÈME  I. 

Si  un  polynôme  rationnel  d’un  degré 
quelconque  devient  nul  par  la  substitution 
de  a à la  place  de  x,  le  polynôme  sera  di- 
visible par  x — a. 

5o.  Soit  A3cm+Bxm~'-f-Cxm-i,-f- -f-Tx-f-V 

un  polynôme,  si  on  y substitue  a au  lieu  de 
x on  aura 

A am  + Bûm_1  + C a"1-1  + + Ta  + V=o; 

retranchant  le  premier  membre  de  cette  équa- 
tion du  polynôme  proposé,  on  obtiendra  un 
résultat  qui  se  composera  de  tous  les  termes 
affectés  de  x dans  le  polynôme  proposé  et 
d’une  suite  d’autres  termes  dont  la  somme  sera 
la  valeur  de  Y tirée  de  l’équation  précédente,  ce 
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A(xm  — am)  + B(xm~‘  — am— ')  + C(xm~*  — am_a)  -f ... 

...  + T(x  — a)  ; 

or  chaque  terme  de  ce  résultat  est  divisible 
par  x — a puisque  chacun  d’eux  est  un  mul- 
tiple de  la  différence  des  puissances  sembla- 
bles de  deux  quantités,  et  que  la  différence  de 
deux  puissances  semblables  et  entière  de  deux 
quantités  est  toujours  divisible  par  la  diffé- 
rence de  ces  quantités;  par  conséquent,  si 
un  polynôme  entier  et  rationnel  devient  nul 
par  la  substitution  de  a au  lieu  de  x,  il  sera 
divisible  par  x — a. 

Si  on  effectue  la  division  par  x — a on  aura 
un  quotient  du  degré  m — 1 , de  sorte  qu’en 
admettant  l’existence  d’une  quantité  numérique 
ou  algébrique  réelle  ou  imaginaire  qui  jouisse 
de  la  propriété  de  rendre  nul  un  polynôme, 
on  pourra  toujours  le  considérer  comme  ré- 
sultant du  produit  d’un  facteur  du  premier 
degré  par  un  facteur  d’un  degré  moindre  d’une 
unité.  De  là  résulte  le  théorème  suivant. 
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THÉORÈME  II. 

Tout  polynôme  entier  et  rationnel  d'un 
degré  quelconque  peut  être  considéré  comme 
le  produit  d’autant  de  facteurs  du  premier 
degré , qu’il  est  marqué  par  le  degré  du 
polynôme. 

5i.  Car  si  a est  une  des  racines  du  polynôme 
on  peut  le  considérer  comme  résultant  du  pro- 
duit de  Xr—a  pour  un  facteur  du  degré  m — 1. 
Mais  si  b étant  substitué  pour  x dans  celui-ci 
le  rend  nul,  on  pourra  le  regarder  comme 
étant  le  produit  de  x — b par  un  facteur  du 
degré  m — 2,  et  par  conséquent  le  polynôme 
proposé  comme  étant  le  produit  de  deux  fac- 
teurs du  premier  degré  par  un  facteur  du 
degré  m — 2:  mais  au  facteur  du  degré  m — 2 
on  peut  substituer  un  facteur  du  premier  degré 
x — c par  un  facteur  du  degré  m — 5,  et 
comme  à celui-ci  on  peut  substituer  un  facteur 
du  premier  degré  x — d par  un  facteur  du 
degré  m — 4,  et  ainsi  de  suite,  jusqu’à  ce  qu’on 
soit  parvenu  à un  facteur  du  premier  degré, 
il  en  résulté,  à cause  que  ce  dernier  facteur 
ne  s’obtiendra  qu’après  m — i opérations,  qu’un 
polynôme  d’un  degré  quelconque  peut  être 

5.. 
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regardé  comme  étant  le  produit  d’autant  de 
facteurs  du  premier  degré  qu’il  est  marqué  par 
le  degré  du  polynôme. 

5a.  Si  on  substitue  au  lieu  de  x dans  le  produit 
des  facteurs  ( a — a)(x  — b)  (x  — c) . . . . l’une 
quelconque  des  quantités  a,  b,  c — il  deviendra 
nul,  et  si  on  y substitue  d’autres  quantités  il  ne 
pourra  devenir  nul  ; par  conséquent  un  poly- 
nôme a autant  de  racines  qu’il  est  marqué  par 
son  degré,  et  il  ne  peut  en  avoir  un  plus  grand 
nombre. 

De  ce  qu’un  polynôme  peut  être  décomposé 
en  autant  de  facteurs  du  premier  degré  qu’il 
est  marqué  par  le  degré  du  polynôme,  et  de 
ce  qu’on  sait  touchant  la  composition  de  ses 
coefficiens  en  fonction  des  racines,  on  peut, 
sans  rien  connaître  sur  la  grandeur  et  la  na- 
ture de  ses  racines,  résoudre  diverses  ques- 
tions relatives  à la  transformation  des  polynô- 
mes en  d’autres  dont  les  racines  aient  avec  celles 
du  polynôme  proposé  des  relations  données. 
Comme  ces  sortes  de  questions  sont  d’un  très- 
fréquent  usage  et  qu’elles  ont  un  but  d’utilité , 
nous  allons  dans  les  problèmes  suivons  nous 
occuper  de  la  résolution  de  plusieurs  d’entr’elles. 
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Transformation  de  polynômes  de  degrés 
quelconques  en  dïautres polynômes  dont 
les  racines  aient  avec  celles  du  poly- 
nôme proposé  des  relations  données. 

PROBLÈME  X. 

Etant  donné  un  polynôme  t en  trouver 
un  autre  dont  les  racines  soient  égales  et  de 
signes  contraires  à celles  du  polynôme  pro- 
posé. 

53. Soient  a,  b,  c,  d . les  racines  chi  poly- 
nôme donné , — a , — b,  — c, — d...  seront  celles 
du  polynôme  cherché;  par  conséquent  le  premier 
polynôme  étant  le  produit  des  facteurs  (x  — a) 
(x  — b )(x  — e ) (x  — d )...,  lesecond  sera  le 
produit  des  facteurs  ( *-+-#)  (x-f-  b)  (x-f-c)- 
(jc-f-c?)...;  or  on  voit  qu’on  passera  du  premier 
produit  au  second , si  le  nombre  des  facteurs 
est  pair,  en  changeant  x en  — x , puisqu’après 
cette  substitution , le  changement  de  signe  de 
tous  les  facteurs  ne  change  rien  au  produit. 
Si  donc  lorsqu’un  polynôme  est  de  degré  pair  , 
en  change  les  signes  des  puissances  impaires 
de  x,  les  racines  seront  les  mêmes  au  signe 
près.  Si  le  nombre  des  fecteurs  est  impair,  au- 
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quel  cas  le  polynôme  est  de  degré  impair,  !» 
substitution  de  — x à la  place  de  x dans  les 
facteurs  du  premier  produit  et  le  changement 
de  signe  de  tous  ces  facteurs  donnera  un  ré- 
sultat qui  ne  différera  que  par  le  signe  de  celui 
des  seconds  facteurs , ensorte  que  pour  obtenir 
celui-ci  au  moyen  de  celui-là , il  faudra  dans 
ce  dernier  changer  tous  les  signes  ; or  l’effet  de 
la  substitution  de  — a:  à la  place  de  x dans  le 
polynôme  proposé , étant  de  changer  les  signes, 
des  puissances  impaires  de  a;,  il  en  résulte  que 
tous  les  termes  de  rang  impair  auront  changé 
de  signe , et  comme  on  doit  changer  celui  du 
résultat , on  voit  que  lorsque  le  polynôme  est 
de  degré  impair,  comme  lorsqu’il  est  de  degré 
pair , il  faut  changer  les  signes  des  termes 
de  rang  pair,  en  supposant  l’équation  com- 
plète, ou  , ce  qui  revient  au  même , changer 
les  signes  des  termes  dans  lesquels  les  complé- 
- mens  des  exposans  de  x au  degré  du  polynôme 
sont  des  nombres  impairs. 

C’est  ce  qui  résulte  immédiatement  de  la 
manière  dont  les  seconds  termes  des  facteurs 
entrent  dans  la  composition  des  coefficiens 
d’un  polynôme  j car  les  racines  du  polynôme 
cherché  devant  être  égales  et  de  signes  contraires 
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à celles  du  polynôme  donné , la  somme  des 
racines  du  premier  ne  différera  de  celle  du 
second  que  par  le  signe  : ainsi  le  second  terme 
du  premier  polynôme  s’obtiendra  en  chan- 
geant dans  le  second  le  signe  du  second  terme  • 
les  cliangemens  de  signes  dans  un  nombre 
pair  de  facteurs  ne  changeant  pas  celui  de  leur 
produit , il  s’ensuit  que  le  coefficient  du  troi- 
sième terme  ne  changera  pas;  les  changemens 
de  signes  apportés  dans  un  nombre  impair  de 
. facteurs  changeant  le  signe.de  leur  produit  , le 
coefficient  du  quatrième  terme  changera  né- 
cessairement de  signe,  En  poursuivant  le  même 
raisonnement , on  verra  que  le  coefficient  du 
cinquième  terme  ne  changera  pas  de  signe  , 
que  celui  du  sixième  en  changera  , et  ainsi  al- 
ternativement. Si  donc  ou  veut  avoir  un  po- 
lynôme dont  les  racines  soient  égales  et  de  signes 
contraires  à celles  d’un  polynôme  donné,  il  suf- 
fira de  changer  dans  celui  - ci  les  signes  des 
termes  de  rang  pair , en  supposant  l’équation 
complète , ou , ce  qui  revient  au  même , à 
changer  les  signes  des  termes  dans  lesquels  les 
complémens  des  exposans  de  x au  degré  du  po- 
lynôme , sont  des  nombres  impairs. 
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PROBLÈME  II. 

Étant  donné  un  polynôme , en  trouver  un 
dont  les  racines  soient  égales  à celles  du 
premier , ajoutées  à une  quantité  k. 

54.  Soient  a,b,c,d...  les  racines  du  polynôme 
donné,  celles  du  polynôme  cherché  seront 
A-f-a,  k-\-b,  k~\~c,  k-+-d.„î  auxpremières 
racines  correspondent  évidemment  les  facteurs 
ne — a,  x — b,  x-rc,  x — dy..  et  aux  secondes  . 
les  facteurs  x — k — a,  x — k — b , x — k — c, 

# — k — d. . ainsi  le  premier  polynôme  est  le 
produit  des  premiers  facteurs , et  le  deuxième  le 
produit  des  seconds  : or  il  est  évident  que  pour 
passer  du  premier  produit  au  second,  il  suffit 
de  changer  x en  x — k.  Si  donc  on  sub- 
stitue dans  le  polynôme  donné  x — k pour  x , 
on  aura  un  polynôme  dont  les  racines  seront 
celles  du  premier  polynôme  auxquelles  on  aura 
ajouté  la  quantité  k. 

On  pourrait , sans  avoir  recours  au  dévelop- 
pement des  puissances  d’un  binôme,  trouver 
successivement  les  coefficiens  des  diverses  puis- 
sances de  x ; mais  cela  est  si  facile  que  nous  ne 
nous  y arrêterons  pas. 
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PROBLÈME  IIi; 

Étant  donné  un  polynôme , en  trouver 
un  autre  dont  les  racines  soient  celles  du 
premier  polynôme  multipliées  par  une  quan- 
tité k. 

55.  Soient  a , b , c,  d...  les  racines  du  poly- 
nôme donné,  faz,  kb,  kc,  kd...  seront  celles  du 
polynôme  cherché  : le  premier  polynôme  est  évi- 
demment le  produit  des  facteurs  (x — a)  (x — b) 
(x  — c)  ( x — d). ...  et  le  second  celui  des 
facteurs  (x — ka)(x — kb)(x — kc)  ( x — kd) j 
or  si  on  divise  chacun  de  ces  facteurs  par  k, 
et  qu’on  multiplie  le  tout  par  kM  ( m étant  leur 
nombre  ) , le  résultat  sera  le  même , ensorte 
que  le  polynôme  dont  il  s’agit  sera  le  produit 

* *(î— )<£-») 

Or  l’inspection  seule  de  ces  facteurs  suffit  pour 
faire  voir  que  pour  passer  du  premier  produit 

au  second,  il  suffit  de  changer  x en—  et  de 

multiplier  le  tout  par  km.  Si  donc  le  polynôme 
donné  est  xm  -f-  Cxm_5-f-  etc. 

le  polynôme  cherché  sera  x m 4“  AAxm~‘ 
4-  B k1  xm^l  4-  C k3  xmr~l  4-  etc. 
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C’est  ce  qu’il  était  facile  de  conclure  de  la 
manière  même  dont  les  racines  entrent  dans 
les  coefficiens , car  si  chaque  racine  doit  être 
multipliée  par  k , la  somme  des  racines  sera 
multipliée  par  k , par  conséquent  le  coefficient 
du  second  terme  sera  multiplié  par  k ; chaque 
racine  étant  multipliée  par  A;,  la  somme  des  pro- 
duits deux  à deux  de  ces  racines , et  par  con- 
séquent le  coefficient  du  troisième  terme  sera 
multiplié  par  k * ; les  produits  trois  à trois  étant 
multipliés  par  k3,  le  coefficient  du  quatrième 
terme  sera  multiplié  par  k3  et  ainsi  de  suite. 

De  ce  qui  précède , il  résulte  que  toute  équation 
dont  le  coefficient  du  premier  terme  n’est  pas 
l’unité,  lorsque  tous  les  autres  sont  des  nombres 
entiers,  peut  être  transformée  en  une  autre  dont 
le  coefficient  du  premier  terme  soit  l’unité  et 
les  autres  des  nombres  entiers.  En  effet , si  on 
divise  toute  l’équation  par  le  coefficient  du  pre- 
mier terme,  et  qu’ensuite  on  multiplie  les  racines 
par  ce  coefficient,  tous  les  autres  en  seront  des 
multiples , et  l’équation  transformée  aura  pour 
coefficient  du  premier  terme  l’unité  et  pour  les 
autres  des  nombres  entiers. 

Il  suit  aussi  de  ce  qui  précède  que  tout  poly- 
nôme dont  le  coefficient  du  premier  terme  est 
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l’unité  et  dont  tous  les  autres  sont  des  nombres  en- 
tiers , ne  peut  avoir  de  racines  fractionnaires , car 

si  une  fraction  irréductible  j pouvait  rendre  nul 

ce  polynôme , la  quantité  a rendrait  nul  celui 
dont  les  racines  seraient  b fois  plus  grandes.  Or 
pour  que  Gela  ait  lieu,  il  faudrait  que  le  premier 
terme  am  pût  être  égal  et  de  signe  contraire  à 
la  sommé  de  tous  les  autres;  et  comme  ceux-ci 
sont  multipliés  par  des  puissances  de  b,  il  faudrait 
que  am  fut  divisible  par  b ; ce  qui  est  impossible 
puisque  a et  b sont  premiers  entre  eux. 

PROBLÈME  IV. 

Étant  donné  un  polynôme , en  trouver 
un  autre  dont  les  racines  soient  les  réci- 
proques de  celles  du  polynôme  proposé. 


56.  Soit  -f- -f-Tx-f-V 

un  polynôme,  si  a,  b , c,  d. . . eii  sont  les  ra- 


cines, p 2—  seront  celles  du  polynôme 

cherché , par  conséquent  ce  polynôme  sera  le 
produit  des  facteurs. 


(x- ;)  (*-£>  (*-:)  (x-i)- 


Si  on  multiplie  le  premier  de  ces  facteurs  par 
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— a,  le  second  par  — b,  le  troisième  par  — Cÿ 
et  ainsi  de  suite , et  qu’ensuite  on  divise  le  tout 
par  le  produit  des  seconds  termes,  c’est-à-dire, 
par  V,  le  produit  ne  changera  pas  et  on  pourra 
le  mettre  sous  la  forme  suivante. 

(—  ax  -f- 1)  ( — bx-j~  1)  (—  cr-f-  j)  (—  dx-\- 1). . .1 

Si  on  divise  chacun  de  ces  facteurs  par  x , et 
qu’on  multiplie  le  tout  par  jc",  le  [produit  sera 
encore  le  même , et  on  aura 


=ftH)  o-o  a-o 

Or  le  produit  de 

0-00-00-0 

s’obtiendra  évidemment  en  changeant  x en 

dans  le  produit  des  facteurs  (x  — a)  ( x — b) 

(x — c) c’est-à-dire  dans  le  polynôme 

proposé.  Par  conséquent , si  dans  un  polynôme 


du  degré  m on  change  x en  ^ qu’on  multiplie 

le  tout  par  xM,  et  qu’ensuite  on  divise  le  résultat 
par  le  coefficient  du  dernier  terme,  on  aura  un 
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polynôme  dont  les  racines  seront  les  réciproques 
de  celles  du  polynôme  proposé.  C’est  d’ailleurs 
ce  qui  est  évident;  car  le  dernier  terme  devant 
être  le  produit  des  racines  réciproques , est 

égal  à ou  à^.  Le  coefficient  de  l’avant- 

dernier  terme  devant  être  le  produit  de  ces 
mêmes  racines  prises  m — i km  — 1 , est  égal  à 

'âFcd~^~  aïcd  etc-  > c’est-à-dire  égal  au  second 

terme  du  polynôme  proposé,  divisé  par  V , et 
ainsi  de  suite. 

57.  En  général,  pour  transformer  une  équa- 
tion en  une  autre  dont  les  racines  aient  avec 
celles  de  la  proposée  une  relation  donnée,  il  faut 
exprimer  cette  relation  algébriquement,  à l’aide 
d'une  équation  entre  la  nouvelle  inconnue  et 
celle  de  l’équation  proposée,  puis  éliminer 
entre  ces  deux  équations  la  première  inconnue, 
et  l’équation  qui  résultera  de  cette  élimination 
sera  alors  l’équation  cherchée. 

58.  Le  produit  de  deux  binômes  qui  ont  un 
même  premier  terme  offre  une  remarqua  qui 
dans  quelques  circonstances  peut  faciliter  la 
recherche  du  produit  de  deux  quantités  nu- 
mériques. Prenons  les  deux  binômes  (x  — a), 
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( x — - b )’,  leur  produit  mis  sous  lu  forme 
5c(a — a — b)  + ab  fait  voir  que,  pour  obtenir 
le  produit  des  nombres  représentés  par  x — a 
et  par  x — b , il  faut  au  produit  des  complé- 
mens  de  ces  nombres  à x,  y ajouter  autant 
d’unités  de  l’espèce  déterminée  par  x*  qu’il  y 
a d’unités  dans  le  nombre  coinpris  entre  les 
deux  parenthèses , lequel  est  égal  à l’un  des 
facteurs  donnés,  diminué  de  l’excès  de  x sur 
l’autre  facteur.  Ainsi,  si  on  veut  avoir  le  produit 
de  987  par  998  on  rapportera  ces  nombres  à 
1000,  c’est- a diré, 'qu’on fera x=i 000,  a=  i5  , 
b = 2 , ensuite  on  ôtera  du  premier  facteur 
987  le  nombre  2 qui  est  le  complément  du 
second  nombre  à 1000,  ce.  qui  -donnera  le 
nombre  q85  que  l’on  comptera  pour  des  mille} 
à ce  nombre,  on  ajoutera  le  produit  26  des 
complémens  des  deux  facteurs  à 1000  et  on 
aura  985026  pour  le  produit  demandé. 

ti/.  : ::  .’  j ' ; . y • ; 

69.  Ce  que  nous  ven.ons  de  dire  démontre  la 
règle  qu’on  donne  pour  trouver  avec  les  doigts 
le  produit  de  deux  nombres  exprimés  par  un 
seul  chiffre  : cette  règle  consiste  à fermer  les 
dpigts  des  deux  mains,  puis  à en  lever  autant 
d’une  des  mains  qu’il  faudrait  ajouter  d’unités 
au  premier  nombre  pour  ayoir  dix-,  et  en 
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lever  autant  de  la  seconde  main  qu’il  y a 
d’unités  dans  le  complément  du  second 
nombre  à dix,  et  à ajouter  au  produit  des 
doigts  levés  des  deux  mains  autant  de  dixaines 
qu’il  y a de  doigts  qui  ne  l’ont  pas  été  dans  les 
deux. 

60.  Userait  facile  de  multiplier  les  applications 
qu’on  peut  faire  de  la  théorie  des  produits 
successifs  et  d’en  déduire  un  grand  nombre 
de  conséquences  semblables  aux  précédentes  ; 
mais  comme  la  plupart  se  présentent  d’elle- 
mêmes,  nous  croyons  ne  pas  devoir  nous  y 
arrêter,  dans  ce  qui  va  suivre  nous  allons 
montrer  l’usage  qu’on  peut  faire  de  la  loi 
suivant  laquelle  les  seconds  termes  des  bi- 
nômes entrent  dans  la  composition  des  coeffi-  / 

ciens  des  puissances  successives  du  premier 
terme,  pour  trouver  les  équations  à l’aide 
desquelles  on  peut  obtenir  les  Sommes  des 
puissances  entières  positives  ou  négatives 
d’une  équation  en  fonction  des  coefficiens  de 
cette  équation.  : • ' ..  . . 

;f>  * **•*;*•!  yt  * • j * . * ^ . . î 
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PROBLÈME  V. 

Trouver  la  somme  des  puissances  sem- 
blables entières , positives  ou  négatives  des 
racines  d'une  équation  en  fonction  des 
coefficiens  de  cette  équation. 

61.  Soit 

+V  un  polynôme,  et  a,b,  c,d. . . ses  racines. 
Si  on  le  divise  par  x — a,  on  aura  un  quotient 
qui  sera  égal  à 


a 

xm-t-\-aa 

xm— 3-f-  a3 

xm~ ♦ . . -f“  ûm— 1 

A 

A a 

A a* 

+Aa"“* 

• 

B 

B a 

+ Bam-* 

C 

-f-  Cam— 4 

+ T 

Si  on  divise  le  même  polynôme  successivement 
par  les  facteurs  x — b , x — c,  x — d,  etc.  dans 
lesquels  il  se  décompose,  on  aura  des  résultats 
qui  ne  différeront  du  précédent  que  par  la 
lettre  a,  qui  sera  changée  en  b,  c,  d , etc.  Si 
on  les  ajoute  tous  ensemble  et  qu’on  désigne 
par  S,,  S„  S3 , les  sommes  des  pre- 

mières, secondes,  troisièmes,....  puissances 

des 
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des  racines,  on  aura 


mi""'- f-  S, 

xm-*+  S, 

xm~3+  S, 

sm_, 

-f-  mA 

+AS, 

— }—  AS, 

4~  AS,„_, 

4-  mB 

-J-  BS, 

4-  BSm_3 

4-  mC 

4*  CSm_4 

4-  mT 

D’un  autre  côté,  si  on  substitue  dans  les  quo- 
tiens  successifs  pour  les  cocfficiens  A , B , C , 
D,  etc. , leurs  valeurs  en  fonction  des  racines , 
et  qu’on  les  ajoute , on  trouvera , après  les  ré- 
ductions faites,  que  le  coefficient  de  chaque 
terme  est  égal  au  coefficient  du  terme  de  même 
rang  dans  le  polynôme  multiplié  par  l’exposant 

de  x dans  ce  même  terme.  En  effet,  le  coefficient 

» . ' 

de  second  terme  dans  la  somme  de  ces  quo- 
tiensesta+6-f-c-+-...-f-/wA.  Ainsi  puisque  la 
somme  a 4-  t-f-c....  des  racines  est  égale  et  de 
signe  contraire  à A , il  en  résulte  que  ce  coef- 
ficient se  réduit  à ( m — 1 ) A.  Le  coefficient  de 
xm-3dans  ie  premier  quotient  étant  a“-f-  A a 4-  B 
se  réduit  évidemment  à la  somme  des  produits 
deux  à deux  des  lettres  b,  c,  d. . . ; car  la  quan- 
tité A étant  la  somme  des  racines  a,  b,  c,  d... 
prises  avec  le  signe  moins  , le  terme  a*  est  dé- 
truit par  — a*.  11  ne  reste  donc  des  deux  pre- 

6 
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miers  termes  de  ce  coefficient,  que  le  produit 
de  la  lettre  a par  — b — c — d. . . Or,  ces  pro- 
duits se  trouvent  avec  des  signes  contraires 
dans  B j ainsi  la  somme  des  trois  termes  de  ce 
coefficient  se  composera  des  produits  deux  à 
deux  des  lettres  a,  b , c , d. . . . , moins  ceux 
dans  lesquels  entre  la  lettre  a.  Il  est  facile  de 
voir,  d’après  cela,  que  le  coefficient  de  la  même 
puissance  de  x dans  le  second  quotient , se  ré- 
duit à la  somme  des  produits  deux  à deux  des 
racines,  moins  ceux  dans  lesquels  se  trouve  la 
lettre  b , et  ainsi  des  autres.  Le  coefficient  de 
arm“s  sera  donc  égal  à ni  B,  moins  la  somme 
des  produits  delà  lettre  a,  par  toutes  les  autres, 
moins  la  somme  des  produits  de  la  lettre  b par 
toutes  les  autres,  et  ainsi  de  suite.  Or , cette 
somme  est  évidemment  égale  à 2B , [ 7 ] ainsi 
qu’on  l’a  fait  voir  plus  haut  ; par  conséquent  le 
coefficient  de  xm~3  est  ( m — 2)  B. 

Si  dans  l’expression  a3-f-  Aa*  -f-  B a -f-C,  qui 
est  celle  du  coefficient  de  dans  le  pre- 
mier quotient,  on  fait  les  substitutions  énoncées, 
il  est  facile  de  voir  qu’elle  se  réduira  à la  somme 
des  produits  trois  à trois  des  racines  prises 
avec  des  signes  contraires,  moins  celle  de  ces 
produits , dans  lesquels  se  trouve  la  lettre  a. 
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En  effet,  A étant  la  somme  des  racines  prises 
avec  des  signes  contraires , le  premier  terme 
a3  sera  détruit  par  — a3  : il  ne  restera  donc  des 
deux  premiers  termes  que  la  somme  des  pro- 
duits deux  à deux  des  lettres  b,  c,  d...,  par 
c1;  or,  ces  produits  se  trouvent  avec  des  signes 
contraires  dans  Ba,  il  ne  restera  donc  delà  somme 
des  trois  premiers  termes,  que  la  somme  des 

produits  deux  à deux  des  lettres  b,c,d 

par  la  lettre  a ; et  comme  cette  somme  se  trouve 
avec  des  signes  contraires  dans  C,  il  ne  restera 
de  la  somme  des  quatre  termes  dont  le  coef- 
ficient de  x"—4  est  composé,  que  la  somme  des 
produits  trois  à trois  des  seconds  termes  qui 
correspondent  aux  racines  a,b,c,d...,  moins 
celle  des  produits  trois  à trois  dans  lesquels  se 
trouve  la  lettre  a.  Comme  le  coefficient  de  xm~4 
dans  le  second  quotient  est  composé  en  b de  la 
même  manière  que  le  précédent  l’était  en  a,  il  se 
réduira  à la  somme  des  produits  trois  à trois  des 
lettres  a,  b,  c,d. moins  celle  des  pro- 
duits dans  lesquels  se  trouve  la  lettre  b,  et 
ainsi  des  autres  ; par  conséquent  le  coefficient 
de  x”  4 est  égal  à mC , moins  les  produits  de 
la  lettre  a , par  tous  les  produits  deux  à deux 
des  autres  lettres,  moins  les  produits  de  la 
lettre  b , par  tous  les  produits  deux  à deux  des 

6.. 
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autres  lettres,-  et  ainsi  de  suite;  or  la  sommé 
de  tous  ces  produits  est  égale  à 5C  [8];  par  con- 
séquent ce  coefficient  se  réduira  à (m  — 5)C.  En 
raisonnant  de  la  même  manière,  on  fera  voir 
que  les  coefliciens  des  termes  suivans  seront 
(jji  — 4)D,  (m — 5)  E , etc.;  ainsi  la  somme  des 
quotiens  pourra  être  exprimée  par 

Tnx't-'+m-i  .Axm~2-+-m-s  .Brm-3-f  m-3.Cxm-‘H-..-f-T 

Comparant  lescoefficiensdes  mêmes  puissances 
de  x dans  les  deux  résultats  , on  aura 

S,  +mA  = ( m — i ) A , 

S»  + AS,  + mB  = ( m — 2 ) B , 

S3 4-  ASa -f-  BS,  -f-  TnC  — (tu  o ) C , 


d’où  l’on  tire 

S,  + A = o , 
Sa  4*  AS,  4"  2B  = O , 
Ss'd-  ASa4*BS,4"  3C  = 0 ; 


6a.  De  ce  que  nous  avons  dit  précédemment, 
il  résulte  que  la  somme  des  quotiens  d’un  poly- 
nôme par  chacun  de  ses  diviseurs  , est  égale 
à la  somme  des  produits  des  termes  de  ce  po- 
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lynome  par  les  exposans  de  x , dans  chacun  de 
ses  termes  divisés  par  x.  Si  donc  on  repré- 
sente le  développement  de  ( x + a )m  par 

xm-f  Arm~'+ Bxa'-l‘+Cxn,-3+Dxm-i+etc. 

on  aura 

7«(x-f-«)m-,r= 

mxm-,-fm-i  .Ax^-f  m- a . Bxm— 3-f -m — 3 . Cxm— 4-f-etc. 

Si  on  multiplie  cette  dernière  équation  par 
x -i-  a , on  aura 

77l(x-f  c)m  = 

mxM+(m—i)A  xm-<-f.(/7i— a)B  xm_,-f-  (m — 3)C  etc; 

ma  ( m — i)Aa  (m — 2)Bc| 

D’un  autre  côté  on  a 

77i(x-j-a)m=rnxm-j-mAxm— '-{-mBxm— a+mCxm— 3 -f-  etc. 

Si  donc  on  compare  les  coefficiens  des  mêmes 
puissances  de  x , dans  ces  deux  développement , 
on  en  déduira  les  équations  suivantes  : 

mA  — (m — î ) A -f -ma , 
mB  = (m. — 3)B  + ( m — î)  A a, 
mC  = ( m — 3)C-f-(m — a)  B a, 
mD  = (m — 4)  D -j-  (m  — 3)  Ca , 
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De  ces  équations  on  tire. 


A = ma 


B — a* 


^ m.m — i.m  — si  , 

c = — rr 5 — * 

_ m.m  — i . m. — Oi.m  — 3 . 

D= rm * 


Substituant  pour  A , B , C , D , etc. , leurs  va- 
leurs, on  aura 


( x + a )m  = xm-{-  max’n~'-f-  L a'xm~t 


, m.m  — 1 .m  — 2 - „ , , 

-h ^ g a'xn~3  -f-  etc. 


a . 3 


qui  est  la  formule  connue. 


63.  Quoique  l’analyse  dont  nous  avons  fait 
usage  pour  obtenir  la  formule  qui  donne  les 
sommes  des  puissances  des  racines  d’un  po- 
lynôme en  fonction  de  ses  coefficiens  soit  très- 
simple  , on  peut  néanmoins  en  desirer  une  qui 
le  soit  encore  plus  et  dont  l’exposition  soit  plus 
rapide  ; c’est  à quoi  on  parviendra  si  on  con- 
sidère que  la  somme  des  quotiens  qu’on  obtient 
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en  divisant  le  polynôme 


xm  + Axm-1-f-  Bxm~*  + Cxm~M- . . .4-Tx+y , 


par  chacun  des  facteurs  x — a , x — b , x — c.... 
dont  il  est  composé,  est  égale  à la  somme  des  pro- 
duits de  ces  mêmes  facteurs  pris  m — 1 à m — 1, 
car  cette  même  somme  sera  le  coefficient  de 
la  première  puissance  de  i dans  le  produit  des 
facteurs 

r-f-  x — a;  4-x — b-,i+x — c-,.... 

or  il  estfacile  de  voir  que  ce  produit  s’obtiendra 
en  substituant  i- j-  x ou  x + i Au  lieu  de  x dans 
le  polynôme 

xm-h  A xm~  C:cra“3-f-*  • • -}-  Tx  + Y. 

Si  donc  on  développe  les  diverses  puissances 
de  x -f-i,  le  coefficient  de  la  première  puis- 
sance de  i donnera  la  somme  des  produits 
m — 1 km  — 1 des  facteurs  x — a , x ■ — b , 
x — c. . . Or,  si  dans  une  suite  de  puissances  de 
x on  substitue  x -f -i  pour  x , il  faut  pour  avoir 
le  coefficient  de  la  première  puissance  de  i , 
multiplier  chacune  d?elles  par  son  exposant , 
et  diminuer  cet  exposant  d’une  unité.  Ainsi  la 
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substitution  étant  fuite  dans  le  polynôme  ci^ 
dessus,  le  coefficient  de  i sera  égal  à 


mxm~‘  ( m — i,)  A*rm_a  4*  ( m — 2 )Bxm— 3-f- ? 

et  comme  le  résultat  exprime  la  somme  des 
produits  m — 1 à m — 1 des  facteurs  du  pre- 
mier polynôme , et  que  cette  somme  en  vertu 
de  ce  qu’on  a expliqué  plus  haut  [61 1 , est  aussi 
exprimée  par 


,1*"— + Ss 

xm~3  -f  S3 

Sm_, 

j 4*  AS, 

4-  AS, 

ASm_, 

4"  wB  j 

-f  BS, 

BSnu_s 

-f-  mC 

CSm_ 4 

+mT 

Il  en  résulte  qu’on  aura  : 

mxm~'  -f-  ( m — i)Axm~3-f-  (m — 2)  Bxm—3-f- = 

]xm— ■ <-f-  etc. 


mxm~ ' 4“  Sj 

xm-a  + Sa 

1"-3  4-  Sj 

• 4-  ”îA 

4“  AS, 

4~  ASa 

4“  trB 

4-  BS, 

4-  mC 

Cette  égalité  devant  se  vérifier  indépendam- 
ment d’aucune  valeur  particulière  de  x,  il  faut 
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que  les  coefficient  des  mêmes  puissances  de 
cette  variable  soient  égaux.  Ainsi  on  aura  les 
équations 

S,  -j-  m A — (m  — 1 ) A 
Sa  + AS,  -f  mB  = ( m — s ) B 
S3  *1"  ASa4"  BS,  mC  — ( 771  — — 3 ) C 


desquelles  on  tire  comme  plus  haut  les  équa- 
tions 

S,  -f-  A = o 
Sa  4“  AS,  -{—  2B  = o 
S3  + ASa  + BS,+3C=o 


lesquelles  donneront  les  sommes  des  puissances 
en  fonction  des  coefficiens , et  réciproquement 
les  coefficiens  en  fonction  des  sommes  des  puis- 
sances. 

64.  Si  on  suppose  que  les  facteurs  du  pre- 
mier degré  ( x -j-  a ) , (æ-f-ô),  (jc  + c) , 

dans  lesquels  se  décompose  un  polynôme  soient 
tous  égaux  entre  eux  et  à x + a.  La  somme  des 
produits  m — x à m — 1 de  ces  facteurs  devient 
égale  à m fois  ( x -1-  a ; d’un  autre  côté , si 
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on  représente  le  développement  de  ( x -f-  a )n 
par  xm  -f-  ...T*  -f-  Y, 

la  somme  de  ces  mêmes  produits  sera  égale  à 

mr_l+ra  — i.Axm_*+m — 3.Bxm_3-f-  etc. 

de  sorte  qu'on  aura  l’identité 

m (x-\- a )m~"  =±: 

m — 1 . kxm~'-^-m — a.B.vm-3+ , 

de  laquelle  on  déduira  comme  plus  haut  [ 6a  ] 
la  formule?  du  binôme. 

65.  Les  formules  précédentes  donnent  les 
sommes  des  puissances  semblables  entières  et 
positives  des  racines  d’une  équation , lorsque 
le  degré  auquel  elles  sont  élevées  est  infé- 
rieur à celui  de  l’équation  ; pour  obtenir  les 
sommes  des  autres  puissances  des  racines  de 
cette  équation , il  suffit  de  la  multiplier  par  une 
puissance  de  x assez  élevée  pour  que  l’équa- 
tion qui  en  résulte  soit  d’un  degré  supérieur 
à celui  des  puissances  des  racines  dans  les 
sommes  des  puissances  qu’on  veut  déterminer , 
et  de  rechercher  les  sommes  des  puissances 
des  racines  dans  cette  équation.  Ces  racines 
ne  différant  de  celles  de  la  proposée  que  par 
celles  qui  sont  nulles , la  somme  des  puissances 
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des  racines  de  la  nouvelle  équation  sera  la 
même  que  celle  des  racines  de  l’équation  pro- 
posée. . • 

66.  Si  on  veut  avoir  les  puissances  sem- 
blables entières  et  négatives  des  racines  d’une 
équation,  il  suffit  de  transformer  l’équation  en 
une  autre  dont  les  racines  soient  les  récipro- 
ques de  la  proposée, et  de  considérer  les  sommes 
des  puissances  entières  et  positives  de  la  trans- 
formée , puisqu’elles  sont  égales  aux  puissances 
semblables  entières  et  négatives  de  la  pro- 
posée. 

PROBLÈME  VI. 

Etant  donné  un  polynôme,  on  propose 
d’en  trouver  un  qui  soit  égal  à la  somme 
des  produits  qu’on  peut  former  avec  les  m 
facteurs  dans  lesquels  il  se  décompose, pris 
m — ■ 1 à m — 1 ou  m — 2 à m — 2 ou  en 
général  m — n à m — n. 

67.  Soient  x — a,  x — b,  x — c,...  les  facteurs 
simples  dans  lesquels  le  polynôme  donné  se 
décompose , si  on  substitue  dans  chacun  d’eux 
i + x au  lieu  de  x,  le  coefficient  de  la  première 
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puissance  de  i dans  le  produit  de 
{i  + x — a } {i  -f-  x — i}  { i-f-  x — c 

sera  la  somme  des  produits  m — 1 à m — i 

des  facteurs  x — a,  x — b , x — c, le 

coefficient  de  i‘  dans  le  même  produit  sera  la 
somme  des  produits  des  facteurs  dans  lesquels 
se  décompose  le  polynôme  pris  m — a à m — a , 
et  en  général  celui  de  in  sera  la  somme  des  pro- 
duits de  ces  mêmes  facteurs  pris  m — n à 
m — 72.  Or  les  coefficiens  des  différentes  puis- 
sances de  i dans  le  produit  des  facteurs 

î-j-x  — a,  i-f-x — b,  i -f  x — c,  . . . 

sont  égaux  aux  coefficiens  des  mêmes  puis- 
sances de  i dans  le  résultat  de  la  substitution 
de  x + i à la  place  de  x dans  le  polynôme 
proposé;  et  comme  le  coefficient  de  la  pre- 
mière puissance  de  i dans  une  puissance  quel- 
conque de  x -f-  i s’obtient  en  multipliant  le  pre- 
mier terme  du  développement  par  l’exposant 
de  x dans  ce  terme , et  diminuant  l’exposant . 
d’une  unité , il  en  résulte  que  la  somme  des 
produits  m — 1 à m — 1 des  facteurs  dans  les- 
quels le  polynôme  donné  se  décompose,  s’ob— 
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tiendra  en  multipliant  chacun  des  termes  de 
ce  polynôme  par  l’exposant  de  x dans  chacun 
d’eux  et  diminuant  l’exposant  d’une  unité  , 
ou,  ce  qui  revient  au  même , en  prenant  le  po- 
lynôme dérivé  du  polynôme  proposé. 

Le  coefficient  de  i%  dans  une  puissance  quel- 
conque de  x -f-  i s’obtenant  en  multipliant  la 
moitié  du  coefficient  du  second  terme  du  dé- 
veloppement de  la  puissance  par  l’exposant  de 
x dans  ce  terme , et  diminuant  cet  expo- 
sant d’une  unité , il  en  résulte  que  la  somme 
des  produits  m — 2 km  — 2 des  facteurs 
simples  dans  lesquels  un  polynôme  se  décom- 
pose, est  égal  à la  moitié  du  polynôme  dé- 
rivé du  polynôme  proposé,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  à la  moitié  du  polynôme  dérivé  du 
second  ordre  de  ce  même  polynôme. 

En  général,  le  coefficient  de  i"  dans  le  dé- 
veloppement d’une  puissance  quelconque  de 
x H-  i étant  la  fonction  dérivée  de  l’ordre  n 
du  premier  terme  de  ce  développement  divisé 
par  le  produit  1 .2.3. ...  n de  la  suite  natu- 
relle des  nombres  jusqu’à  celui  qui  indique 
l’ordre  de  dérivation , il  en  résulte  que  la 
somme  des  produits  des  facteurs  x — a,  x — b, 
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x — c , . . . pris  m — n km  — n,  sera  égale  au 
polynôme  dérivé  de  l’ordre  n du  polynôme 
proposé  divisé  par  x . 2 . . . n. 

Application  du  problème  précédent  à la 
recherche  des  racines  égales  d'un  poly- 
nôme. 

68.  De  ce  que  le  polynôme  dérivé  d’un  po- 
lynôme du  degré  m est  la  somme  des  produits 
des  facteurs  dans  lesquels  il  se  décompose  , 
pris  m — 1 km  — 1 , et  de  ce  que  ces  pro- 
duits s’obtiennent  en  divisant  celui  des  m fac- 
teurs successivement  par  chacun  d’eux , il  en 
résulte  que  si  un  facteur  ne  se  trouve  qu’une 
seule  fois  dans  un  polynôme,  il  y aura  un  pro- 
duit de  m — 1 facteurs  dans  lequel  il  ne  se 
trouvera  pas,  et  comme  il  se  trouvera  dans 
chacun  des  autres,  il  ne  pourra  se  trouver 
dans  la  somme  des  produits  m — 1 km  — 1 
des  facteurs  et  par  suite  dans  le  polynôme  dé- 
rivé, par  conséquent,  si  tous  les  facteurs 
simples  d’un  polynôme  sont  inégaux,  il  ne 
pourra  y avoir  de  commun  diviseur  entre  ce  po- 
lynôme et  son  polynôme  dérivé.  Si  au  contraire 
un  facteur  se  trouve  plusieurs  fois  dans  un 
polynôme,  il  se  trouvera  nécessairement  une 
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Fois  de  moins  dans  le  polynôme  dérivé , car 
parmi  les  produits  m — 1 km — 1 il  y en  a dans 
lesquels  ce  facteur  se  trouve  autant  de  fois  que 
dans  le  polynôme,  et  d’autres  dans  lesquels 
il  se  trouve  une  fois  de  moins , et  comme  ces 
derniers  sont  égaux  entre  eux,  il  en  résulte 
que  ce  facteur  se  trouve  dans  le  polynôme 
dérivé  un  fois  de  moins  que  dans  le  polynôme 
proposé,  sans  pouvoir  l’y  trouver  un  plus  grand 
nombre  de  fois. 

69.  D’après  ce  qui  vient  d’être  dit , on  voit 
comment  la  recherche  des  racines  d’un  poly- 
nôme qui  a des  facteurs  multiples,  peut  être  ra- 
menée à celles  des  racines  d’un  polynôme  d’un 
degré  moindre , car  si  on  cherche  le  plus  grand 
commun  diviseur  entre  un  polynôme  et  son  dé- 
rivé, ce  commun  diviseur  sera  le  produit  des 
facteurs  égaux  élevés  à une  puissance  moindre 
d’une  unité.  Si  on  divise  le  polynôme  dont  on 
cherche  les  racines  par  ce  plus  grand  commun 
diviseur,  le  quotient  sera  égal  au  produit  des  fac- 
teurs égaux  et  inégaux  élevés  à la  première  puis- 
sance ; si  on  cherche  le  commun  diviseur  entre 
ce  quotient  et  le  commun  diviseur  qui  existe 
entre  le  polynôme  proposé  et  son  dérivé,  ce 
commun  diviseur  sera  le  produit  des  facteurs 
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égaux  élevés  à la  première  puissance  ; si  on  clé* 
vise  le  premier  quotient  par  ce  produit,  on  aura 
un  polynôme  qui  sera  le  produit  de  tous  les  fac- 
teurs inégaux;  par  conséquent,  lorsqu’un  poly- 
nôme a des  racines  égales,  ce  qu’on  reconnaît  à 
ce  que  le  polynôme  proposé  elle  polynôme  dé- 
rivé ont  un  commun  diviseur  , on  pourra  tou- 
jours ramener  la  recherche  de  ses  racines  à 
celle  des  racines  de  deux  polynômes  dont  l’un 
sera  le  produit  des  facteurs  égaux  élevés  à la 
première  puissance , et  dont  l’autre  sera  le  pro- 
duit des  facteurs  inégaux  élevés  à la  même  puis- 
sance; on  peut  même  très-souvent  et  sans  qu’il 
soit  nécessaire  d’établir  aucunes  relations  entre 
les  racines , ramener  la  recherche  des  racines 
égales  d’un  polynôme  à celles  de  plusieurs  po- 
lynômes de  degrés  inférieurs  à celui  qui  les 
contient  seulement  une  seule  fois  ; cela  aura 
lieu  toutes  les  fois  que  les  difïérens  systèmes  de 
racines  égales  ne  se  trouveront  pas  dans  le  poly- 
nôme le  même  nombre  de  fois.  Pour  le  montrer 
clairement  et  alin  de  rendre  le  discours  plus  fa- 
cile , nous  représenterons  par  P le  produit  des 
facteurs  qui  se  trouvent  élevés  à la  moindre 
puissance  dans  le  polynôme  proposé , parQ  ce- 
lui des  facteurs  égaux  qui  s’y  trouvent  élevés  à 
la  moindre  puissance,  lorsqu’on  y supprime 

ceux 
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^eux  qui  correspondent  aux  racines  qui  se 
trouvent  dans  P,  par  R le  produit  des  fac- 
teurs qui  se  trouvent  le  plus  petit  nombre  de 
fois  dans  le  polynôme  proposé,  lorsqu’on  y sup- 
prime tous  ceux  qui  correspondent  aux  ra- 
cines qui  se  trouvent  dans  P et  Q , et  ainsi  de 
suite  : de  plus,  désignons  respectivement  par  n, 
n + n' , n-t-n'-hn”,  n -f-  n’  n"  -f-  n1",  les 
degrés  de  multiplicité  des  facteurs  qui  se  trou- 
vent dans  P,  Q,  R,  S,  il  est  évident  que  le 
commun  diviseur  entre  le  polynôme  proposé 
et  le  polynôme  dérivé  sera  représenté  par 

P*-|  Q»+»'— i ^j+n'+»«-i 

et  que  le  commun  diviseur,  qui  est  le  produit 
des  facteurs  égaux  élevés  à la  première  puis- 
sance, le  sera  par  P Q RS.  Cela  posé,  si  on 
divise  le  commun  diviseur  entre  le  polynôme 
proposé  et  le  polynôme  dérivé  autant  de  fois 
qu’il  est  possible  par  PQRS,  on  aura,  en 
comptant  ce  nombre  de  fois,  la  valeur  de 
n — i ; mais  lorsque  par  des  divisions  succes- 
sives par  PQRS  on  arrive  à un  quotient  qui 
n’est  plus  divisible  par  PQRS,  c’est  qu’alors 
tous  les  facteurs  qui  se  trouvent  dans  P ne  se 
trouvent  pas  dans  ce  quotient,  puisque  s’ils  s’y 
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trouvaient,  la  division  par  PQRS  pourrait 
encore  avoir  lieu  ; si  on  cherche  le  commun 
diviseur  entre  ce  quotient,  qui  est  égal  à 

Ct  PQRS, 

on  aura  un  polynôme  qui  sera  égal  au  pro- 
duit des  facteurs  qui  se  trouvent  dans  Q,dans 

R,  et  dans  S;  si  on  divise  PQRS  par  ce 
commun  diviseur,  on  aura  P;  si  on  divise 
Qn/ft-.M-i.r/g.'+nw-*-»'"  par  q r s autant  de  fois  qu’il 
est  possible,  le  quotient  sera  égal  à R""  Sn"w/', 
et  le  nombre  de  fois  que  les  divisions  succes- 
sives auront  pu  s’opérer,  donnera  la  valeur 
de  n'  si  on  cherche  le  commun  diviseur  entre 
le  quotient  Rn"  Sn"'hn"'  et  le  polynôme  Q R S , 
ce  commun  diviseur  sera  égal  à RS  ; divi- 
sant le  polynôme  QRS  par  RS  on  aura  Q; 
si  on  divise  R*"  Sn"+n"'  par  RS  autant  de 
fois  qu’on  le  pourra,  on  aura  la  valeur  de 
n"  ; cherchant  le  commun  diviseur  entre  SH"'y 
et  le  diviseur  RS  employé  précédemment , ou 
aura  R ; divisant  R S par  R , on  aura  S ; di- 
visant Sn"'  autant  de  fois  qu’on  le  pourra  par 

S,  on  aura  n ;"'j  ayant  les  polynômes  P,  Q,  R , 
S,  on  déterminera  leurs  racines  et  on  aura 
les  racines  égales  du  polynôme  proposé  ; quant 
aux  degrés  de  multiplicité  de  ces  racines , on 
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pourra  le  déterminer , puisqu’on  a trouvé  les 
valeurs  de  n,  n\  n",  n'". 

70.  On  voit  par  ce  qui  précède,  que  toutes  les 
fois  qu’un  polynôme  a des  racines  égales , on  a 
des  moyens  de  reconnaître  leur  existence  et 
de  ramener  la  recherche  de  ses  racines  à celle 
de  polynômes  de  degrés  inférieurs  dont  toutes 
les  racines  sont  inégales  ; il  arrive  encore  quel- 
quefois qu’on  peut  abaisser  ces  derniers , c’est- 
à-dire  , faire  dépendre  la  recherche  de  leurs  ra- 
cines de  celles  de  polynômes  de  degrés  moins 
élevés  : cela  aurait  lieu , par  exemple  , s’il  se 
trouvait  parmi  les  racines  d’un  de  ces  poly- 
nômes, des  racines  qui  fussent  égales  et  de 
signes  contraires , car  si  on  transforme  le  poly- 
nôme en  un  autre  dont  les  racines  soient  égales 
et  de  signe  contraire,  ce  qui  se  fait  par  le  simple 
changement  de  x eu  — x , les  facteurs  du  pre- 
mier polynôme  qui  ne  diffèrent  que  par  le 
signe  du  second  terme,  se  trouveront  dans  le 
polynôme  transformé  et  seront  les  seuls  qui  s’y 
trouveront  ; par  conséquent , si  on  cherche  le 
commun  diviseur  entre  le  polynôme  proposé  et 
celui  dont  les  racines  ne  diffèrent  de  celles  du 
premier  que  par  les  signes,  on  trouvera  un 
polynôme  qui  sera  le  produit  des  facteurs  qui 
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ne  different  que  par  le  signe  du  second  fermé 
dans  le  polynôme  proposé.  Si  on  divise  ensuite 
le  polynôme  proposé  par  ce  commun  diviseur  r 
on  aura  un  quotient  dont  les  racines  seront , 
abstraction  faite  du  signe,  toutes  inégales  entre 
elles  ; ainsi  un  polynôme  qui  a des  racines  qui 
ne  diffèrent  que  par  le  signe , peut  se  décom- 
poser en  deux  autres  , dont  l’un  ne  renferme 
que  les  racines  inégales , abstraction  faite  du 
signe , et  dont  l’autre  est  le  produit  des  facteurs 
qui  ne  different  que  par  le  signe  du  second 
terme  ; on  peut  même  ramener  la  résolution 
de  ce  dernier  polynôme  à celui  d’un  poly- 
nôme d’un  degré  moindre  de  moitié;  car  ses  ra- 
cines étant  égales  et  de  signes  contraires , le 
polynôme  ne  change  point  lorsque  pour  x on  y 
substitue  — x , ce  qui  exige  qu’il  ne  s’y  trouve 
que  des  puissances  paires  de  x ; ainsi  si  pour  x* 
on  y substitue  z,  on  aura,  comme  on  l’a  dit,  uü 
polynôme  dont  le  degré  sera  moitié  moindre. 

71.  Après  avoir  examiné  si  un  polynôme  a des 
racines  égales  ou  des  racines  qui  soient  égales  et 
de  signes  contraires,  et  avoir  exposé  la  marche 
à suivre  pour  n’avoir  plus  à opérer  que  sur 
des  polynômes  de  degrés  moindres  dont  toutes 
les  racines  soient  inégales,  abstraction  faite  du 
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signe,  on  peut  voir  si  dans  ces  polynômes  il  n’y 
aurait  pas  des  racines  qui  fussent  réciproques 
Fune  de  l’autre , auquel  cas  on  pourrait  réduire 
encore  la  recherche  des  racines  à celle  de  poly- 
nômes de  degrés  inférieurs,  car  si  on  transforme 
le  polynôme  en  un  autre  dont  les  racines  soient 
les  réciproques  du  polynôme  proposé,  les  ra- 
cines de  celui-ci  se  trouveront  nécessairement 
dans  l’autre  , et  comme  ces  racines  seront  les 
seules  qui  soient  communes  aux  deux  polynô- 
mes , il  en  résulte  que  les  facteurs  simples  du 
premier  polynôme  qui  ont  les  seconds  termes 
réciproques , feront  partie  des  facteurs  du  se- 
cond polynôme  ; par  conséquent , si  on  cherche 
le  plus  grand  commun  diviseur  entre  le  poly- 
nôme proposé  et  celui  dont  les  racines  sont 
les  réciproques  de  celles  du  premier  polynôme, 
ce  commun  diviseur  sera  le  produit  des  fac- 
teurs qui  correspondent  à ces  racines  ; si 
donc  on  divise  le  polynôme  proposé  par  ce 
commun  diviseur , on  aura  un  polynôme  dont 
les  racines  seront  celles  du  polynôme  pro- 
posé , qui  ne  sont  point  réciproques.  Quant 
au  polynôme  dont  les  racines  sont  récipro- 
ques , il  est  possible  de  l’abaisser  encore 
d’un  degré  moindre  de  moitié,  car  si  a, 

/3 , | ; y , - , etc.  sont  des  racines  d’un  polynôme , 
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on  peut  en  former  un  dont  les  racines  soient 
* 4-  l ; 0 -I-  g ; y-h  ; , etc. , et , comme 

les  produits  un  à un,  deux  à deux,  trois  à 
trois , quatre  à quatre , etc.  de  ces  couples 
de  racines  , pourront  s’évaluer  en  fonction 
des  coefficiens  du  polynôme  dont  les  ra- 
cines sont  «,  /3 , y. ..  - , et  que  d’ail- 
leurs ces  couples  de  racines  sont  en  nombre 
moitié  moindre  que  le  degré  du  polynôme  , il 
en  résulte  que  le  polynôme  qui  les  aura  pour 
racines,  sera  d’un  degré  moitié  moins  élevé  que 
le  polynôme  proposé  ; ayant  les  racines  du  pre- 
mier, il  sera  facile  de  trouver  celles  du  se- 
cond, car  si  on  trouve  pour  a -J-  ^ une  certaine 

quantité  p , on  en  déduira  a* — pa-\-  i =o  , 
et  par  suite , a.  et  a! . 

72.  Si  plusieurs  racines  étaient  en  progression 
par  différence  ou  par  quotient,  on  pourrait  fa- 
cilement les  séparer  des  autres  et  faire  dépen- 
dre la  résolution  des  polynômes  d’autres  poly- 
nômes plus  simples  ; comme  ces  recherches 
n’ont  aucunes  difficultés  et  que  la  marche  est 
toujours  sensiblement  la  même , nous  ne  nous 
en  occuperons  point. 
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73.  La  théorie  des  racines  égales  peut  se 
présenter  encore  d’une  manière  fort  simple,  en 
observant  que  si  une  équation  a un  certain 
nombre  de  racines  égales  à a,  par  exemple,  et 
que  l’on  diminue  toutes  les  racines  de  l’équa- 
tion de  cette  quantité , l’équation  transformée 
aura  autant  de  racines  qui  seront  nulles , que 
la  proposée  en  avait  d’égales  à a.  Si  donc 
on  substitue  a +y  au  lieu  de  x,  ce  qui  est  la 
substitution  qu’il  convient  de  faire  pour  dimi- 
nuer toutes  les  racines  de  la  quantité  a , l’équa- 
tion en  y qui  en  résultera  sera  divisible  par  une 
puissance  de  y marquée  par  le  nombre  des  ra- 
cines égales  à a,  de  sorte  que  les  coeffîciens  des 
puissances  de  y inférieures  au  nombre  qui  mar- 
que celui  de  ces  racines  seront  nuis;  mais  le 
coefficient  des  puissances  d ey  immédiatement 
supérieur  au  nombre  de  ces  racines , ne  peut 
être  nul , puisque  si  cela  avait  lieu , l’équation 
transformée  aurait  plus  de  racines  égales  à 
zéro  que  la  proposée  n’avait  de  racines  égales 
à a,  ce  qui  ne  peut  être.  Cela  posé,  si  on  con- 
sidère la  manière  dont  on  obtient  les  cocffi- 
ciens  des  diverses  puissances  de  y , on  verra, 
i°.  que  le  terme  indépendant  de  y est  égal  à la 
somme  des  produits  des  coefficiens  de  l’équa- 
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lion  par  les  premiers  termes  des  développe- 
mens  des  puissances  d c a +y  qui  les  multi- 
plient, ou,  ce  qui  revient  au  même , au  résultat 
de  la  substitution  de  a au  lieu  de  a:  dans  le 
•polynôme  proposé;  que  le  coefficient  de  la 
première  puissance  de  y est  égal  à la  somme 
des  produits  des  coefficiens  de  l’équation  par 
les  seconds  ternies  des  développemens  des  puis- 
sances d cfl+y  qui  les  multiplient , ou , ce  qui 
revient  au  même,  au  résultat  de  la  substitu- 
tion de  a au  lieu  de  x dans  le  polynôme  dé- 
rivé du  polynôme  proposé , et  en  général , que 
le  coefficient  d’une  puissance  quelconque  de  y 
est  égal  au  résultat  de  la  substitution  de  a au 
lieu  de  x dans  le  polvnome  dérivé  de  l’ordre 
marqué  par  l’exposant  de  celte  puissance  et 
divisé  par  le  produit  de  la  suite  naturelle 
des  nombres  jusqu’à  celui  qui  marque  l’ordre 
de  dérivation;  ainsi, puisque  les  coefficiens  des 
puissances  de  y inférieures  au  nombre  des 
racines  égales  à a,  sont  nuis,  il  s’ensuit  que 
si  un  polvnome  a un  certain  nombre  de  ra- 
cines égalés  à a,  il  y aura  autant  de  poly- 
nômes dérivés  successifs  qui  deviendront  nuis, 
qu’il  y a d’unités  dans  le  nombre  immédia- 
tement inférieur  à celui  des  racines  égales 
a a , sans  que  jamais  le  polynôme  dérivé 
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de  l’ordre  marqué  par  le  nombre  de  ces  ra- 
cines puisse  le  devenir  par  la  même  substi- 
tution. Par  conséquent , lorsqu’un  polynôme 
contiendra  un  certain  nombre  de  racines 
égales  à a,  le  polynôme  dérivé  contiendra  cette 
même  racine  une  fois  de  moins  que  le  poly- 
nôme proposé  ; car  si  elle  se  trouvait  dans  le 
polynôme  dérivé  seulement  autant  de  fois  que 
dans  le  polynôme  proposé , le  polynôme  dérivé 
du  premier  ordre  aurait  autant,  de  polynômes 
dérivés  successifs  qui  deviendraient  nuis,  lors- 
que pour  x on  y substituerait  la  quantité  a , qu’il 
est  marqué  par  le  nombre  immédiatement  in- 
férieur à celui  des  racines  égales  à a qui  se  trou- 
vent dans  le  polynôme  proposé , ce  qui  ne  peut 
avoir  lieu  , puisque  si  cela  était  le  polynôme 
dérivé  de  l’ordre  marqué  par  le  nombre  des 
racines  égales  à a , deviendrait  nul  par  la  subs- 
titution de  cette  quantité  au  lieu  de  x , ce  qui 
est  impossible.  Comme  les  mêmes  conclusions 
auraient  encore  lieu  si  le  polynôme  dérivé  du 
premier  ordre  admettait  plus  de  racines  égales 
à a que  le  polynôme  proposé,  il  faut  en  conclure 
que  le  nombre  des  racines  égales  à a sont  en 
plus  petit  nombre  dans  le  polynôme  dérivé  que 
dans  le  polynôme  proposé  ; de  plus,  si  le  nombre 
de  ces  racines  dans  le  polynôme  dérivé  était 
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moindre  de  deux  unités,  par  exemple , que  dans 
le  polynôme  proposé,  il  s’ensuivrait  que  le 
polynôme  dérivé  de  l’ordre  marqué  par  le 
nombre  immédiatement  inférieur  à celui  des  ra- 
cines égales  à a ne  deviendrait  point  nul  lors- 
que pour  x ouj  on  substituerait  la  quantité 
a , ce  qui  est  contraire  à ce  que  nous  avons 
vu  plus  haut;  si  donc  une  racine  se  trouve  un 
certain  nombre  de  fois  dans  un  polynôme  , 
elle  se  trouvera  une  fois  de  moins  dans  le  po- 
lynôme dérivé,  ce  qu’il  suflit  de  savoir  pour 
déterminer  les  racines  égales  d’un  polynôme 
ainsi  que  leur  degré  de  multiplicité , et  même 
pour  faire  voir,  s’il  en  était  besoin,  que  les  ra- 
cines égales  d’un  polynôme  se  trouvent  autant 
de  fois  de  moins  dans  un  polynôme  dérivé  d’un 
ordre  quelconque , qu’il  est  marqué  par  l’ordre 
de  dérivation  de  ce  dernier  polynôme. 

74.  Quoique  la  théorie  précédente  repose  sur 
la  décomposition  des  polynômes  en  facteurs  du 
premier  degré , il  est  facile  de  voir  que  les  con- 
séquences ne  seraient  point  altérées,  quand 
bien  même  on  ne  supposerait  point  cette  dé- 
composition , car  si  P , Q , R sont  des  fac- 
teurs du  polynôme,  la  substitution  de  oc-f-  i 
au  lieu  de  x dans  chacun  d’eux  les  changera 
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respectivement  en 

P + i P'-f  ~ P"  + etc.  ■ 

Q 4*  * Q '4- l-  Q"  + etc. 
R+i  R'+-  R"-f-  etc. 


et  le  cofficient  de  la  première  puissance  de  i 
dans  leur  produit  sera  égal  à la  somme  de 
ceux  qu’on  obtient  en  multipliant  le  coefficient 
de  la  première  puissance  de  i dans  chacun 
d’eux  par  le  terme  indépendant  de  i dans  le 
produit  de  tous  les  autres  : par  conséquent, 
si  parmi  les  facteurs  P , Q,  R . dont  un  po- 
lynôme se  compose , il  s’en  trouve  un  certain 
nombre  d’égaux  à P,  un  autre  nombre  d’égaux 
à Q,  et  ainsi  de  suite , ces  mêmes  facteurs  se 
trouveront  élevés  à mie  puissance  moindre 
d’une  unité  dans  le  polynôme  dérivé,  et  comme 
ils  ne  pourront  s’y  trouver  à une  plus  haute 
puissance , il  en  résulte  que  quel  que  soit  le  de- 
gré des  facteurs  dans  lesquels  un  polynôme 
se  décompose , il  faut , lorsqu’il  y en  a plu- 
sieurs égaux  entre  eux,  qu’ils  se  trouvent 
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dans  le  polynôme  dérivé  élevés  à une  puissance 
moindre  d’une  unité  que  dans  le  polynôme 
proposé,  ce  qu’il  suffit  de  savoir  pour  trouver 
les  facteurs  égaux  d’un  polynôme , ainsi  que 
leur  degré  de  multiplicité. 


75.  Il  nous  reste  maintenant  à rechercher 
les  moyens  propres  à faire  trouver  les  racines 
inégales  d’un  polynôme;  mais  comme  c’est  dans 
l’examen  de  ce  qui  se  passe  dans  la  marche 
des  accroissemens  successifs  d’un  polynôme 
dont  toutes  les  racines  sont  inégales,  que 
nous  pouvons  espérer  d’y  parvenir , et  que  c’est 
dans  les  diverses  circonstances  que  nous  offrent 
ies  résultats  des  substitutions , que  nous  pou- 
vons reconnaître  les  nombres  entre  lesquels 
chaque  racine  se  trouve,  nous  allons  considérer 
d’abord  ce  que  devient  un  polynôme  qui  résulte 
de  la  multiplication  du  produit  de  plusieurs 
facteurs  simples  et  inégaux , lorsqu’on  fait  pas- 
ser la  variable  qu’il  renferme,  par  différens 
états  de  grandeurs , après  quoi  il  nous  sera 
facile  de  voir  ce  qu’il  y a à faire  pour  obtenir 
les  racines  d’un  polynôme  quelconque. 
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Résolution  numérique  des  Équations. 

76.  Considérons  d’abord  un  polynôme  qui  ré- 
sulte du  produit  de  plusieurs  facteurs  simples 
réels  et  inégaux  x — a , x — b,  x — c,  x — d,  et 
supposons  pour  plus  de  simplicité,  qu’ils  soient 
disposés  dans  l’ordre  des  grandeurs  des  seconds 
termes  et  qu’on  y fasse  d’abord  x plus  petit  que 
a,  si  on  y fait  croître  cette  quantité  par  degrés 
insensibles , les  facteurs  varieront  aussi  par  de- 
grés insensibles , et  comme  les  facteurs  con- 
serveront le  même  signe  jusqu’à  ce  qu’on  soit 
arrivé  à la  quantité  a pour  laquelle  le  facteur 
x — a devient  nul,  le  produit  conservera  aussi 
le  même  signe  et  deviendra  nul , lorsque  pour 
x on  y substituera  la  quantité  a , si  on  con- 
tinue à faire  croître  x,  le  facteur  x — a chan- 
gera de  signe,  et  comme  tous  les  autres  con- 
serveront le  leur  jusqu’à  ce  qu’on  soit  arrivé 
à à le  produit  changera  de  signe , et  deviendra 
nul  lorsque  pour  xony  substituera  la  quan- 
tité b ; après  quoi , si  on  fait  croître  x , le  fac- 
teur x — b changera  de  signe , et  comme  x — c, 
x — d,  etc.  conservent  le  leur  jusqu’à  ce  qu’on 
soit  arrivé  à c , il  en  résulte , à cause  que  les 
facteurs  x — a,  x — b ont  des  signes  difté- 
yensà  ceux  qu’ils  avaient  primitivement,  que 


Digitized  by  Google 


llO  MÉLANGES 

le  produit  aura  le  même  signe  que  celui  qu’oü 
a obtenu  lorsqu’on  a fait  la  première  substi- 
tution. Si  on  continue  à faire  croître  x,  il  est  fa- 
cile de  voir  que  chaque  fois  qu’on  passera  par- 
dessus une  racine,  les  résultats  des  substitu- 
tions seront  de  signes  contraires,  parce  qu’il 
y aura  chaque  fois  un  facteur  qui  changera  de 
signe , tandis  que  les  autres  conserveront  le 
leur  ; donc  aussi  le  produit  changera  de 
signe.  En  continuant  à suivre  les  résultats  des 
substitutions,  on  reconnaîtra  que  toutes  les 
fois  qu’il  y aura  un  nombre  impair  de  racines 
comprises  entre  les  nombres  substitués,  il 
y aura  nécessairement  des  résultats  de  signes 
contraires,  parce  qu’un  nombre  impair  de 
facteurs  changeant  de  signe,  le  produit  doit  né- 
cessairement en  changer  ; lorsqu’au  contraire 
il  y aura  un  nombre  pair  de  racines  de  com- 
prises entre  les  nombres  substitués,  on  ob- 
tiendra des  résultats  de  même  signe,  puis- 
qu’il y aura  un  nombre  pair  de  facteurs  qui 
changeront  de  signe,  et  que  les  autres  con- 
serveront dans  la  seconde  substitution  ceux 
qu’ils  avaient  dans  la  première. 

77.  Si  on  suit  avec  attention  les  résultats  qu’on 
obtient  lorsqu’on  substitue  dans  le  produit 
de  plusieurs  facteurs  de  la  nature  de  ceux  que 
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nous  avons  considérés , des  quantités  qui  dif- 
fèrent infiniment  peu  entre  elles,  il  est  facile 
de  voir  que  les  ehangemens  qu’éprouveront  les 
résultats  des  substitutions , varieront  aussi  par 
degrés  insensibles , et  que  si  on  substitue  pour 
x des  quantités  entre  lesquelles  se  trouve  une 
racine , il  faudra  nécessairement  que  le  pas- 
sage par  zéro  ait  lieu  avant  que  le  passage  du 
positif  au  négatif  ne  se  manifeste , conclusion 
qui  s’accorde  parfaitement  avec  celle  qui  résulte 
de  la  discussion  faite  plus  haut,  mais  qui  est  tout 
à fait  indépendante  de  cette  même  discussion , 
et  qui  s’applique  à un  polynôme  de  quelque  na- 
ture et  de  quelque  degré  qu’il  soit,  car  si  on  re- 
présente par  P la  somme  des  termes  qui  ont  le 
signe-}-,  et  par — Q la  somme  des  termes  qui 
ont  le  signe — , et  que  p et  q soient  des  nom- 
bres positifs  qui  étant  substitués , donnent  des 
résultats  de  signes  contraires  ; il  faudrait , si  le 
résultat  de  la  première  substitution  est  positif, 
que  celui  de  la  seconde  fût  négatif;  or,  le  ré- 
sultat de  la  première  substitution  ne  peut  être 
positif,  à moins  que  l’on  n’ait  P > Q,  et  celui 
de  la  seconde  substitution  ne  peut  être  négatif, 
à moins  que  l’on  n’ait  P < Q ; mais  les  poly- 
nômes P et  Q,  par  leur  nature  ne  contenant 
que  des  puissances  entières  et  positives  de  la 
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variable , si  on  fait  passer  cette  variable  par 
tous  les  états  intermédiaires  compris  depuis 
p jusqu’à  q , il  faudra,  à cause  que  les  résul- 
tats des  substitutions  dans  les  fonctions  P et  Q 
croissent  par  degrés  insensibles,  que  ces  mêmes 
fonctions  passent  aussi  par  tous  les  états  inter-^ 
médiaires  qui  sont  compris  entre  les  résultats 
des  substitutions  de  p et  q dans  chacune  d’elles; 
donc  aussi  la  différence  P — Q passera  par  une 
suite  de  grandeurs  qui  différeront  entre  elles 
aussi  peu  qu’on  voudra  ; de  sorte  que  le  pas- 
sage du  positif  au  négatif  ne  pourra  avoir  lieu 
sans  qu’elle  ne  passe  par  zéro,  et  par  con- 
séquent, à moins  qu’il  n’y  ait  au  moins  une 
racine  de  comprise  entre  les  nombres  subs- 
titués. 

78.  Ce  raisonnement  a toute  l’étendue  et  la 
simplicité  qu’on  peut  désirer,  et  ne  diffère  point 
de  celui  que  nous  avons  fait  plus  haut  ; c’est 
à l’examen  de  ce  qui  se  passe  lorsqu’un  poly- 
nôme résulte  du  produit  de  plusieurs  facteurs 
du  premier  degré , que  l’on  en  est  redevable  : 
néanmoins , comme  il  pourrait  se  faire  qu’il  s’é- 
levât encore  quelques  doutes  sur  cette  vérité , 
nous  allons, pour  la  mettre  dans  un  plus  grand 
jour,  la  démontrer  de  la  manière  suivante. 

THÉORÈME 
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US- 

THÉORÈME  III. 

Si  dans  un  polynôme  qui  ne  renferme  que 
des  puissances  entières  et  positives  de  x , on 
substitue  pour  cette  variable  deux  nombres , 
et  que  les  résultats  de  ces  deux  Substitutions 
soient  de  signes  contraires , il  y aura  au 
moins  une  racine  réelle  de  comprise  entre 
les  deux  twmbres  substitués . 

79.  Soit  P — Q le  polynôme  proposé , P étant 
la  somme  des  termes  qui  ont  le  signe  plus , 
et  — Q la  somme  des  termes  qui  ont  le  signe 
moins  ; si  par  chacun  des  points  d’une  droite 
indéfinie  et  du  même  coté  de  cette  droite , on 
conçoit  des  perpendiculaires  dont  les  longueurs 
soient  respectivement  égales  aux  valeurs  que 
prend  la  fonction  P , lorsque  pour  x on  subs- 
titue la  distance  du  pied  de  chacune  d’elles 
au  point  A (fg-  1 ),  il  est  évident,  à cause 
qu’il  n’y  a aucune  interruption  dans  les  par- 
ties de  la  droite  AB,  qu’il  ne  pourra  y en 
avoir  aucune  entre  les  extrémités  de  ces  per- 
pendiculaires : on  peut  donc  concevoir  une 
ligne  continue  P P'  dont  les  perpendiculaires 
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abaissées  de  chacun  de  ses  points  sur  la  droite 
AB , représentent  les  valeurs  de  la  fonction 
P lorsque  pour  x ony  substitue  les  distances  du 
pied  de  ces  perpendiculaires  au  point  À ; si  on 
conçoit  une  seconde  ligne  dont  les  ordonnées 
représentent  les  valeurs  de  la  fonction  Q,  lors- 
que pour  x on  y substitue  l’abscisse  correspon- 
dante, et  que  le  résultat  de  la  première  subs- 
titution dans  le  polynôme  soit  positif , auquel 
cas  P est  plus  grand  que  Q,  il  est  facile  de 
voif  que  la  seconde  ligne  passera  par  un  point 
situé  au-dessous  de  la  première;  et  comme  le 
résultat  de  la  seconde  substitution  est  de  signe 
contraire  à celui  de  la  première , on  a pour 
résultat  de  cette  seconde  substitution  P < Q, 
par  conséquent  la  seconde  ligne  QQ'  passe  par 
un  point  situé  au-dessus  de  la  première  ; la 
seconde  ligne  ayant  des  points  situés  de  diffé- 
rées côtés  de  la  première , il  faut  qu’elle  la 
coupe  au  moins  en  un  point , et  ce  point  sera 
nécessairement  situé  entre  les  ordonnées  qui 
correspondent  aux  deux  substitutions  dont  on 
a parlé , puisque  si  le  point  d’intersection  ne 
se  trouvait  pas  entre  ces  deux  ordonnées , il 
s’ensuivrait  qu’à  une  même  valeur  de  x cor- 
respondraient plusieurs  valeurs  de  P ou  de  Q, 
ce  qui  ne  peut  avoir  liçu , puisque  P et  Q sont 
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des  fonctions  rationnelles  algébriques  entières 
et  positives  de  x.  Il  existe  donc  entre  les  deux 
nombres  substitués , au  moins  une  valeur  de  . 
x qui  donne  P = Q ou  P- — Q = o : j’ai  dit  aü 
moins  une , car  la  seconde  courbe  peut  passer 
du  dessous  de  la  première  au-dessus  et  du 
dessus  au-dessous  pour  repasser  au-dessus, 
et  ainsi  de  suite , et  tout  cela  entre  les  deux 
ordonnées  correspondantes  aux  deux  nombres 
substitués,  ce  qui  donne  en  général  un  nombre 
impair  d’intersections , et  par  conséquent  un 
nombre  impair  de  racines  comprises  entré 
les  deux  nombres  substitués. 

80.  On  peut  démontrer  ce  théorème  sans  être 
obligé  de  recourir  à aucune  espèce  de  cons- 
truction; il  suffit,  pour  cela,  de  concevoir  deux 
mobiles  placés  sur  une  même  droite,  allant  dans 
le  même  sens  et  animés  chacun  par  des  forces 
dont  l’intensité  varie  de  telle  manière,  qu’à 
chaque  instant  leurs  distances  à l’origine  de 
la  droite , soient  exprimées  par  les  valeurs  que 
prennent  les  fonctions  P et  Q lorsque  pour 
X on  y substitue  le  temps.  Cela  posé , si  le 
résultat  de  la  première  substitution  est  positif 
on  a P plus  grand  que  Q;  ainsi  le  premier  mo- 
bile se  trouve  plus  éloigné  de  l’origine  de  la 
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droite  que  le  second  : mais  puisque  le  résultat 
de  la  seconde  substitution  est  de  signe  con- 
traire à celui  de  la  première , on  a pour  cette 
seconde  substitution  P plus  petit  que  Q;  ainsi 
le  second  mobile,  après  avoir  été  en  arrière 
du  premier  par  rapport  à l’origine  de  la  droite 
sur  laquelle  ils  se  meuvent , se  trouve  ensuite 
plus  avancé  que  lui,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu 
à moins  qu’ils  ne  se  soient  rencontrés  un 
nombre  impair  de  fois;  par  conséquent  il  existe 
un  nombre  impair  d’instans  entre  ceux  qui  cor- 
respondent aux  résultats  des  deux  substitutions 
qui  donnent  P = Q ou  P — Q=o. 

81 . Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  précède , 
que  les  deux  nombres  substitués  étaient  posi- 
tifs, mais  s’ils  étaient  tous  deux  négatifs,  ou  l’un 
positif  et  l’autre  négatif,  cela  aurait  encore 
lieu.  Car  si  on  les  suppose  tous  deux  négatifs 
et  qu’on  les  substitue  au  lieu  de  x , on  obtien- 
dra le  même  résultat  que  si  on  avait  substi- 
tué ces  mêmes  quantités  prises  positivement 
dans  le  polynôme,  après  avoir  changé  les  signes 
des  termes  affectés  de  puissances  impaires  de 
x.  Ainsi , puisque  les  résultats  des  deux  substi- 
tutions dans  le  polynôme  proposé , sont  de 
signes  contraires , il  en  résulte  que  les  deux 


Digitized  by  Google 


d’analyse.  117 

mêmes  quantités  prises  positivement, étant  subs- 
tituées dans  le  polynôme  après  avoir  changé  les 
signes  des  puissances  impaires  de  x , donne- 
ront aussi  des  résultats  de  signes  contraires. 
Or,  le  changement  de  signe  des  puissances  im- 
paires de  x dans  le  polynôme , revient  à chan- 
ger les  racines  positives  en  négatives,  et  ré- 
ciproquement ; ainsi , puisque  le  polynôme 
transformé  a un  nombre  impair  de  racines 
comprises  entre  les  nombres  substitués  pris 
positivement,  il  en  résulte  que  le  polynôme 
proposé  a un  nombre  impair  de  racines  com- 
prises entre  les  deux  nombres  substitués. 

Si  des  deux  nombres , l’un  d’eux  seulement 
était  positif,  le  théorème  n’en  aurait  pas  moins 
lieu , car  les  résultats  des  deux  substitutions 
étant  de  signes  contraires , l’un  des  nombres  est 
de  même  signe  que  le  dernier  terme , et  l’autre 
de  signe  contraire  à ce  dernier  terme  5 mais  si 
pour  x dans  le  polynôme  on  substitue  zéro,  le 
résultat  se  réduit  au  dernier  terme;  ainsi,  zéro 
et  l’un  des  nombres  substitués  donnant  des 
résultats  de  signes  contraires , il  s’ensuit  que  le 
polynôme  a au  moins  une  racine  réelle  po- 
sitive de  comprise  entre  zéro  etl’iin  des  nombres 
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substitués  * et  à plus  forte  raison  entre  les 
deux  nombres  substitués. 

„ 82.  Si  entre  deux  nombres  substitués  il  y a 

un  nombre  impair  de  racines  inégales  de  compri- 
ses, les  résultats  des  substitutions  de  ces  deux 
nombres  seront  de  signes  contraires  ; car  si  on 
a recours  à Ja  construction  dont  nous  avons 
fait  usage  dans  le  théorème  précédent , pour 
représenter  la  marche  des  fonctions  P et  Q , 
on  verra  facilement  que  les  deux  courbes  qui 
les  représentent,  nepeuyent  avoir  un  nombre 
impair  de  points  d’intersection  entre  les  ordon- 
nées qui  correspondent  aux  deux  nombres  subs- 
titués, à moins  que  les  extrémités  des  or- 
données qui  appartiennent  à l’une  des  courbes, 
ne  soient  de  diffërens  côtés  de  l’autre  courbe , 
puisque  si  cela  n’avait  point  lieu , il  y aurait 
un  nombre  pair  d’intersections , et  par  consé- 
quent un  nombre  pair  de  racines  comprises 
entre  les  nombres  substitués. 

Il  pourrait  se  faire  cependant  que  les  deux 
courbes  se  louchassent  avant  de  se  couper,  ce 
qui  ferait  qu’il  y aurait  un  nombre  pair  de  ra- 
cines distinctes  de  comprises  entre  les  nombres 
substitués.  Mais  cette  circonstance  n’apporte 
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aucun  changement  à la  conclusion  que  nous 
avons  énoncée  plus  haut,  parce  que  chaque 
point  de  tangence  correspondant  à un  nombre 
pair  de  racines  égales,  il  en  résulte  qu’il  y a en 
tout  un  nombre  impair  de  racines  comprises 
entre  les  deux  nombres  substitués;  ces  racines 
à la  vérité  ne  sont  point  distinctes,  mais  elles 
n’en  existent  pas  moins  pour  cela  : d’ailleurs 
toutes  les  conclusions  que  nous  avons  à tirer , 
ne  portant  que  sur  des  polynômes  dégagés  de 
racines  égales,  il  n’y  a aucune  espèce  d’in- 
quiétude à avoir  sur  les  conséquences  que  nous 
en  déduirons  par  la  suite. 

83.  Si  on  suit  les  diverses  circonstances  qui 
se  présentent  lorsque  les  deux  courbes  ont  des 
points  communs  entre  les  ordonnées  qui  cor- 
respondent aux  nombres  substitués , soit  en 
se  coupant  ou  en  se  touchant , on  y lira  tout 
ce  que  l’équation  offre  de  particulier , soit  sur 
le  nombre  des  racines  réelles  positives , ou  sur 
les  signes  des  résultats  des  substitutions. 
Comme  cette  discussion  n’offre  pas  de  difficul- 
tés , nous  n’entrerons  point  dans  de  plus  grands 
développemens  ; on  y verra  aussi  que  si  un 
polynôme  ne  change  jamais  de  signe , l’une  des 
courbes  ne  pourra  jamais  couper  Pautre , et 
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qu’ainsi  il  ne  peut  avoir  de  racines  réelles  , 
puisqu’on  suppose  le  polynôme  dégagé  de  ra- 
cines égales  ; mais  si  les  deux  courbes  se  tou- 
chaient sans  se  couper,  le  polynôme  aurait 
des  systèmes  de  racines  réelles  égales  dont  le 
degré  de  multiplicité  serait  pair. 

84.  Si  on  rapproche  ce  qu’on  a démontré 
plus  haut  [5o]  du  théorème  précédent,  il  sera 
facile  d’en  déduire  qu’un  polynôme  peut  tou- 
jours être  considéré  comme  résultant  du  pro- 
duit de  plusieurs  facteurs  réels  du  premier 
degré,  ou  comme  provenant  du  produit  de 
plusieurs  de  ces  facteurs,  par  un  polynôme 
qui  ne  change  jamais  de  signe , quelle  que  soit 
la  quantité  réelle  qu’on  y substitue , si  toute- 
fois le  polynôme  proposé  n’est  point  de  cette 
dernière  espèce  ; car  l’existence  d’une  racine 
étant  bien  établie,  lorsque  pour  la  substitu- 
tion de  deux  quantités,  on  obtient  des  ré- 
sultats de  signes  contraires  , et  l’existence 
d’une  racine  entraînant  celle  d’un  facteur 
réel  du  premier  degré,  il  en  résulte  que  si  le 
polynôme  proposé  ne  jouit  point  de  la  pro- 
priété de  conserver  ie  même  signe,  quelle  que 
soit  la  quantité  qu’on  y substitue,  on  pourra  le 
considérer  comme  résultant  du  produit  d’un 
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facteur  réel  du  premier  degré  par  un  facteur 
d’un  degré  moindre  d’une  unité  ; si  ce  der- 
nier polynôme  ne  jouit  point  de  la  propriété 
de  conserver  toujours  le  même  signe , quelle 
que  soit  la  quantité  qu’on  substitue  pour  la 
variable , on  pourra  le  regarder  comme  étant 
le  produit  d’un  facteur  réel  du  premier  degré , 
par  un  facteur  d’un  degré  moindre  d’une 
unité;  par  conséquent  le  polynôme  proposé 
pourra  être  considéré  comme  étant  le  produit 
de  deux  facteurs  réels  du  premier  degré,  par  un 
facteur  d’un  degré  moindre  de  deux  unités.  En 
continuant  déraisonner  de  la  même  manière, 
on  arrivera  de  proche  en  proche  à faire  voir 
qu’un  polynôme  est  le  produit  d’autant  de  fac- 
teurs réels  du  premier  degré,  qu’il  est  marqué 
par  le  degré  du  polynôme  ou  le  produit  d’un 
certain  nombre  de  facteurs  réels  du  premier 
degré,  par  un  polynôme  qui  conserve  toujours 
le  même  signe,  quelle  que  soit  la  quantité  qu’on 
y substitue  , à moins  qu’il  ue  soit  de  cette 
dernière  espèce. 

85.  Cette  propriété  qu’un  polynôme  peut  avoii*» 
de  ne  point  changer  de  signe , quelle  que  soit  la 
grandeur  qu’on  substitue  pour  la  variable , 
n’exclut  point  pour  cela  l’existence  des  fac- 
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leurs  réels  du  premier  degré,  puisqu’un  po- 
lynôme dont  les  facteurs  réels  sont  élevés  à 
des  puissances  paires,  ne  peut  changer  de 
signe,  quels  que  scient  la  grandeur  et  le  signe 
de  la  quantité  qu’on  y substitue  ; ainsi  non- 
seulement  un  polynôme  se  compose  comme 
nous  l’avons  énoncé  plus  haut  [84],  mais  il 
peut  toujours  être  considéré,  lorsqu’il  n’e>t 
point  le  produit  d’autant  de  facteurs  réels  du 
premier  degré  qu’il  est  marqué  par  le  degré 
du  polynôme,  comme  étant  le  produit  d’un 
certain  nombre  de  facteurs  réels  du  premier 
degré , par  un  polynôme  qui  n’admet  aucune 
racine  réelle , si  toutefois  le  polynôme  proposé 
n’est  point  de  cette  dernière  espèce , ce  qu’on 
reconnaîtra  à ce  qu’il  ne  changera  jamais  de 
signe , ainsi  que  le  polynôme  dérivé , quelle 
que  soit  la  quantité  qu'on  substitue  pour  la 
variable. 

86.  De  la  décomposition  d’un  polynôme  en 
ses  facteurs , soit  qu’ils  soient  tous  réels  et  du 
premier  degré , ou  qu’ils  soient  en  partie  réels 
#du  premier  degré,  et  en  partie  de  la  nature 
de  ceux  qui  ne  changent  jamais  de  signe,  il 
suit  que  si  deux  quantités  sont  substituées  dans 
une  équation,  et  donnent  des  résultats  de  signes 
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contraires,  il  y a toujours  un  nombre  impair 
de  racines  comprises  entre  ces  deux  quanti- 
tés ; car  si  on  désigne  par  p la  plus  petite  des 
deux  quantités  qu’on  substitue,  et  par  q la  plus 
grande  , les  facteurs  simples  du  premier  degré 
qui  correspondent  aux  racines  plus  petites  que 
/>,  s’il  y en  a,  auront  le  même  signe,  soit  qu’on 
y substitue  p ou  q ; les  facteurs  qui  corres- 
pondent aux  racines  plus  grandes  que  q , s’il 
s’en  trouve , conserveront  le  même  signe  lors- 
qu’après  y avoir  substitué  p,  on  y substituera 
q : ainsi , soit  que  le  polynôme  résulte  du  pro- 
duit de  plusieurs  facteurs  du  premier  degré 
seulement , ou  du  produit  de  facteurs  du  pre- 
mier degré , par  un  polynôme  qui  conserve  le 
même  signe , quelle  que  soit  la  quantité  qu’on 
substitue , le  changement  de  signe  ne  peut 
provenir  que  de  celui  du  produit  d’un  nombre 
impair  de  facteurs  dont  les  seconds  termes 
sont  compris  entre  p et  q ; et  comme  tous 
ces  facteurs  changent  de  signe , lorsqu’aprés 
la  substitution  de  p on  y substitue  q , il  s’en- 
suit qu’il  y a nécessairement  un  nombre  im- 
pair de  racines  plus  grandes  que  p et  plus 
petites  que  q,  et  par  conséquent  un  nombre 
impair  de  racines  comprises  entre  les  nom- 
bres substitués. 
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87.  Nous  ayons  supposé  dans  ce  qui  pré- 
cède , que  le  polynôme  ne  contenait  pas  de 
facteurs  égaux  ; mais  s’il  en  contenait , le  con- 
traire pourrait  avoir  lieu , c’est-à-dire , qu’entre 
deux  nombres  qui  donnent  des  résultats  de 
signes  contraires,  il  pourrait  y avoir  un  nombre 
pair  de  racines  de  comprises  ; il  suffirait  pour 
cela,  que  parmi  les  facteurs  différens  qui  cor- 
respondent aux  racines  comprises  entre  les 
deux  nombres  substitués , il  y en  ait  un  nombre 
impair  qui  fussent  élevés  à des  puissances  im- 
paires et  un  nombre  impair  qui  fussent  élevés 
à des  puissances  paires  ; car  les  substitutions, 
des  deux  Nombres  changeant  les  signes  des 
puissances  impaires  des  facteurs  du  premier 
système , leur  produit  changera  aussi  , et 
comme  les  facteurs  du  second  système  sont 
élevés  à des  puissances  paires , le  produit  du 
premier  système  par  le  second  changera  ; 
mais  au  premier  système  de  facteurs  corres- 
pond un  nombre  impair  de  racines , et  comme 
au  second  système  de  facteurs  correspond 
aussi  un  nombre  impair  de  racines  distinctes , 
il  en  résulte  qu’il  y a en  tout  un  nombre  pair 
de  ces  racines  de  comprises  entre  les  deux 
nombres  substitués. 
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88.  II  suit  aussi  de  la  décomposition  d’un 
polynôme  en  facteurs  réels , que  si  les  subs- 
titutions de  deux  nombres  dans  un  polynôme 
donnent  des  résultats  de  même  signe , il  n’y 
a point  de  racines  comprises  entre  les  deux 
nombres  substitués , à moins  qu’elles  ne  soient 
en  nombre  pair,  car  si  p est  la  plus  petite 
des  deux  quantités  qu’on  substitue,  et  que  q 
soit  la  plus  grande , tous  les  facteurs  qui  cor- 
respondent aux  racines  plus  petites  que  p , ne 
changeront  pas  de  signe,  soit  qu’on  y subs- 
titue p ou  q,  et  comme  les  facteurs  qui  cor- 
respondent aux  racines  plus  grandes  que  q 
ont  le  même  signe,  soit  qu’on  y substitue  p 
ou  q , il  faut  qu’il  n’y  ait  pas  de  facteurs  dont 
les  racines  soient  comprises  entre  les  nombres 
substitués , ou  qu’ils  soient  en  nombre  pair  , 
afin  que  le  polynôme  ne  change  pas  de  signe , 
ce  qui  exige  qu’il  n’y  ait  pas  de  racines  com- 
prises entre  p et  q , ou  qu’il  y en  ait  un 
nombre  pair.  Cependant  il  pourrait  se  faire 
que  les  résultats  des  substitutions  des  deux 
nombres  soient  de  même  signe,  et  qu’il  y 
ait  un  nombre  impair  de  racines  comprises 
entre  ces  deux  nombres;  cela  aurait  lieu  si 
parmi  ies  facteurs  qui  correspondent  aux  ra- 
cines comprises  entre  les  deux  nombres  subs- 
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titués , il  y avait  un  nombre  pair  de  facteurs 
inégaux  élevés  à des  puissances  impaires,  et 
un  nombre  impair  des  autres  facteurs  élevés 
à des  puissances  impaires,  car  chaque  sys- 
tème changeant  de  signe  par  la  substitution  des 
quantités  p et  q,  leur  produit  n’en  change 
pas  ; ainsi , puisqu’à  chaque  système  corres- 
pond un  nombre  pair  de  racines  inégales  , et 
qu’au  second  correspond  un  nombre  impair 
d’autres  racines , et  que  d’ailleurs  les  unes  et 
les  autres  sont  comprises  entre  les  deux  nom- 
bres substitués , il  en  résulte  qu’il  y a en  tout 
un  nombre  impair  de  racines  inégales  com- 
prises entre  les  nombres  substitués. 

89.  Les  réciproques  des  propositions  énon- 
cées dans  les  paragraphes  précédens  sont  éga- 
lement vraies , c’est-à-dire,  que  si  un  polynôme 
a un  nombre  impair  de  racines  comprises  entre 
deux  nombres , les  résultats  des  substitutions  de 
ces  deux  nombres  seront  de  signes  contraires , 
et  que  si  le  polvnome  a un  nombre  pair  de 
racines  comprises  entre  deux  quantités , les 
résultats  des  substitutions  de  ces  deux  quan- 
tités seront  de  même  signe  ; c’est  ce  qu’on 
aperçoit  sur-le-champ  : cardans  le  premier 
cas,  les  facteurs  qui  correspondent  aux  ra- 
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cmes  comprises  entre  les  deux  nombres  subs- 
titués étant  les  seuls  qui  changent  de  signe 
lorsqu’on  substitue  l’un  des  nombres  à l’autre, 
il  en  résulte  qu’ils  sont  en  nombre  impair,  et 
que  les  résultats  des  deux  substitutions  sont 
de  signes  contraires  ; dans  le  second  cas , les 
facteurs  qui  correspondent  aux  racines  com- 
prises entre  les  deux  nombres  substitués  étant 
aussi  les  seuls  qui  changent  de  signe,  lors- 
qu apres  avoir  substitué  l’un  des  nombres  , on 
y substitue  l’autre , il  en  résulte , à cause  qu’ils 
sont  en  nombre  pair,  que  les  résultats  des  deux 
substitutions  conservent  le  même  signe. 

90.  Il  pourrait  se  faire  néanmoins  que  dans 
le  dernier  cas  il  y eut  un  nombre  impair  de 
racines  distinctes  dont  le  degré  de  multiplicité 
soit  pair , et  un  nombre  impair  d’autres  racines 
dont  le  degré  de  multiplicité  soit  impair.  Si  cela 
avait  lieu , les  deux  substitutions  auraient  le 
même  signe;  car  aux  premières  racines  cor- 
respondrait un  nombre  impair  de  facteurs 
élevés  à des  puissances  paires  ; et  aux  se- 
condes correspondrait  un  nombre  pair  de  fac- 
teurs élevés  à des  puissances  impaires  , ce 
qui  ferait  que  les  résultats  des  deux  substitu- 
tions , au  lieu  d’être  de  signes  contraires,  se- 
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raient  de  même  signe;  mais  cette  exception, 
ainsi  que  celle  qui  a lieu  pour  l’autre  cas , ne 
porte  aucune  atteinte  aux  conclusions  que  nous 
tirerons  par  la  suite , parce  que  nous  suppo- 
serons dans  tout  ce  qui  va  suivre,  que  les 
polynômes  sont  toujours  dégagés  des  racines 
égales  qu’ils  peuvent  contenir,  à moins  que 
nous  n’avertissions  du  contraire. 

91.  Lorsqu’un  polynôme  est  dégagé  de  fac- 
teurs égaux,  et  qu’il  ne  change  jamais  de 
signe,  il  ne  peut  admettre  de  racines  réelles; 
car  s’il  en  avait,  on  pourrait  concevoir  deux 
nombres  entre  lesquels  se  trouverait  seulement 
une  racine,  et  les  substitutions  de  ces  deux 
nombres  à la  place  de  x , donneraient  des  ré- 
sultats de  signes  contraires  ; par  conséquent 
le  polynôme  ne  conserverait  pas  toujours  le 
même  signe , ce  qui  est  contre  l’hypothèse  : 
c’est  ce  qu’on  peut  reconnaître  encore  à l’aide 
de  la  représentation  géométrique  que  nous 
avons  donnée  des  fonctions  P et  Q [79]  ; car  si 
les  deux  courbes  avaient  des  points  communs , 
l’une  d’elles  couperait  nécessairement  l’autre , 
puisqu’elles  ne  peuvent  se  toucher , à cause 
de  l’inégalité  de  toutes  les  racines;  par  consé- 
quent les  ordonnées  qui  suivent  et  qui  pré- 
cèdent 
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cèdent  immédiatement  le  point  d’intersection , 
et  qui  appartiennent  à l’une  des  courbes,  se- 
raient d’une  part  plus  petites  que  les  ordon- 
nées correspondantes  de  l’autre  courbe,  tandis 
que  celles  de  l’autre  part  seraient  plus  grandes 
que  les  ordonnées  correspondantes  de  l’autre 
courbe;  de  sorte  que  les  résultats  des  deux 
substitutions  seraient  de  signes  contraires , ce 
qui  ne  peut  avoir  lieu. 

THÉORÈME  IV. 

Lorsqu'un  polynôme  rationnel  n'a  qu'une 
seule  variation  de  signe , il  a une  racine 
réelle  positive,  et  ne  peut  en  avoir  un  plus 
grand  nombre. 

92.  Le  polynôme  proposé  n’ayant  qu’une 
seule  variation  de  signe  , il  faut  que  tous  les 
termes  positifs  se  succèdent  sans  interrup- 
tion aussi  bien  que  les  termes  négatifs  ; si 
on  suppose  que  le  premier  terme  ait  le  signe 
H-,  on  pourra  représenter  la  somme  des  termes 
positifs  par 

*“  -f  Axm“‘  + Bx"“*  + +Mxr, 

9 
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et  la  somme  des  termes  négatifs  pris  positif 
vement  par 

Nx’-'-f-  Px^-f-  Qx'-3 H-V  , 


xr  est  la  plus  faible  puissance  de  x qui  se 
trouve  parmi  les  termes  positifs.  Cela  posé  , 
si  on  substitue  zéro  au  lieu  de  x dans  le  po- 
lynôme, le  résultat  de  cette  substitution  se 
réduira  à son  dernier  terme  qui  est  négatif  ; 
ensuite  on  conçoit  qu’il  est  toujours  possible 
de  trouver  une  quantité  assez  grande  pour  que 
le  premier  terme  l’emporte  sur  la  somme  de 
tous  les  termes  négatifs , à cause  de  la  rapidité 
avec  laquelle  croissent  les  diverses  puissances 
d’un  même  nombre , et  d’ailleurs,  parce  qu’il 
suffit , pour  que  cela  ait  lieu , qu’on  détermine 
la  quantité  x,  de  manière  qu’on  ait, en  dési- 
gnant par  S , le  plus  grand  coefficient  pris  po- 
sitivement 

m \ Sxr 

X"  = OU  > , 

X 1 


Sx 


puisque  - surpasse  toujours  la  somme  de» 


termes  négatifs  du  polynôme, 


or  xm  sera  = ou  > que  , 
si  xm~r  ( x — 1 ) est  s=s  ou  > que  S, 


/ 
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et  à plus  forte  raison  si 
{ x — 1 }m-r  { *—  i } est  = ou  > que  S , 

ou  si  x — 1 = ou  > que  1/5. 
et  par  suite , si  jc  est  = ou  > que 

m— r-4-ï 

l + l/S; 

ainsi  les  résultats  des  substitutions  de  zéro  et  de 

*»  • ' f fr-1 

1 + \/ S étant  signes  contraires , il  en 

résulte  qu’il  j a au  moins  une  racine  réelle  po- 
sitive de  comprise  entre  les  nombres  substi- 
tués. 

Soit  a une  de  ces  racines;  si  on  met  le 
polynôme  proposé  sous  la  forme  suivante 

r Axm-T~‘-f-  +m 

xT.  j N P Q V 

(.  X X%  x1 

et  que  l’on  y substitue  a à la  place  de  x , le 
second  facteur  deviendra  nul , par  conséquent 
la  somme  des  termes  positifs  sera  égale  à celle 
des  termes  négatifs.  Mais  si  on  fait  croître  x 
au-delà  de  la  quantité  a,  la  somme  des  termes 
positifs  croîtra,  et  celle  des  termes  négatifs 

9-- 
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décroîtra , puisque  la  première  somme  se  com- 
pose d’une  suite  de  termes  affectés  de  puissances 
entières  et  positives  de  x,  et  que  la  seconde  se 
compose  d’une  suite  de  fractions  dont  les  nu- 
mérateurs sont  constans  et  dont  les  dénomina- 
teurs sont  des  puissances  positives  de  jc;  par 
conséquent  le  second  facteur  sera  positif  et  croî- 
tra avec  x , et  comme  le  premier  croît  aussi , 
la  substitution  d’une  quantité  plus  grande  que  a 
donnera  un  résultat  positif.  Maintenant  si  on  fait 
décroître  x au-dessous  de  a , la  somme  des  ter- 
mes positifs  dont  se  compose  le  second  facteur, 
ira  en  diminuant , tandis  que  celle  des  termes 
négatifs  ira  en  augmentant  : ainsi  la  somme  des 
termes  négatifs  l’emportera  sur  celle  des  termes 
positifs  ; par  conséquent , le  polynôme  ne  peut 
avoir  de  racines  réelles  positives  plus  grandes 
ni  plus  petites  que  a \ si  donc  il  ne  peut  avoir 
plusieurs  racines  égales  à a,  le  théorème  s’en- 
suivra nécessairement.  Pour  y arriver  nous  ob- 
serverons que  si  la  racine  a se  trouvait  plusieurs 
fois  dans  le  polynôme  proposé , la  substitution 
de  a à la  place  de  x dans  le  polynôme  dérivé, 
le  rendrait  nul , de  sorte  qu’on  aurait 

ma" -f- 77i — 1 . Aam— ‘-+-771—  a. Bam— rMor  = 
r—  î .NtT-’+r— a.  Va'~2+  r—  3.  Ta 
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or 

cm  + Aam— 1 4 Bam_a  + . . . 4 Ma' , 

étant  égal  à 

Nar~* 4-  Par-î  4 Qa'-3  4 . . .4.  Y , 

on  aura 

{ r—  1 } { am  4Aam—,4  Bam-*4. . . .4^0'}  = 
{ r— 1 } {Nûr-'4Pa'^4Qa,“34----4  V }• 

Mais  le  second  membre  de  celte  dernière 
équation  surpasse  le  second  membre  de  la 
première  équation  ; le  premier  membre  de  la 
dernière  équation  pourrait  donc  surpasser  le 
premier  membre  de  la  première  équation , ce 
qui  est  absurde  , puisqu’au  contraire  il  est 
surpassé  par  lui  ; donc  il  est  pareillement  im- 
possible que  la  racine  a se  trouve  plusieurs 
fois  dans  le  polynôme  proposé.  Ainsi,  si  un 
polynôme  n’a  qu’une  variation  de  signe , il  a 
et  ne  peut  avoir  qu’une  seule  racine  réelle 
positive. 

g3.  L’analyse  précédente  fait  voir  que  si 
une  quantité  substituée  pour  x dans  un  po- 
lynôme quelconque  rend  le  premier  terme 
plus  grand  que  la  somme  des  termes  néga- 
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tifs,  toute  quantité  plus  grande  qu’elle,  jouir*' 
aussi  de  cette  même  propriété,  et  par  suite 
rendra  la  somme  des  termes  positifs  du  po- 
lynôme plus  grande  que  la  somme  des  termes 
négatifs , quel  que  soit  l’ordre  dans  lequel  les 
signes  se  succèdent.  Ainsi  puisqu’on  extrayant 
du  plus  grand  coefficient  négatif  pris  positi- 
vement, une  racine  d’un  degré  marqué  par 
le  complément  du  plus  haut  exposant  de  x 
dans  les  termes  négatifs  au  degré  du  polynôme, 
et  ajoutant  l’unité,  on  obtient  une  quantité  qui 
donne , pour  le  premier  terme , une  quantité 
plus  grande  que  la  somme  de  tous  les  termes 
négatifs  , il  en  résulte  que  la  substitution  de 
cette  quantité  et  de  toute  autre  plus  grande 
qu’elle,  jouira  encore  de  cette  même  propriété, 
de  sorte  qu’au-delà  de  la  première  quantité  il 
ne  peut  y avoir  aucune  racine  réelle  positive. 

Quant  à la  détermination  de  cette  limite , on 
peut  y arriver  encore  de  la  manière  suivante, 
qui  aura  sur  celle  qui  précède,  l’avantage  de 
môntrer  ce  que  le  premier  terme  du  polynôme 
est  par  rapport  à la  somme  de  tous  les  autres. 

cj4.  Supposons  que  le  polynôme  soit 
Axm~'  +. . .-f-  Tac  -f-  V , 
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et  qu’il  y ait  un  nombre  n de  termes  positifs 
avant  le  premier  terme  négatif,  on  aura 

Xm  = Xm XB— 1-f-Xn— 1 J 

et  comme 

xm  _ xn-,  _ xn-i  ( ^m-n+i j ) > 

et  que  d’ailleurs  le  second  membre  de  cette 
dernière  égalité  est  égal  à 

X"-*  { xm-*+  xm-n~'+. . 1 } { X—  I } , 

il  en  résulte  que  xm  est  égal  à 

x"— 1 {x — i } { Xm—-f . . .+  i } + x"-'  ; 

et  comme  les  puissances  successives  de  x , 
qui  se  trouvent  dans  la  dernière  parenthèse  , 
sont  toutes  multipliées  par  — 1 il  en  ré- 

sulte que  si  cette  dernière  quantité  est  égale  ou 
plus  grande  que  le  plus  grand  des  coefficiens 
négatifs,  que  nous  désignerons  par  S,  le  premier 
terme  l’emportera  sur  la  somme  des  termes 
. négatifs  : or,  pour  satisfaire  à cette  inégalité , il 
suffit  de  faire  ensorte  qu’on  ait 

( x — i )*  = ou  >S, 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

n 

X — 1 = ou  > l/s, 
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3C=  ou  > î+V^S; 

d’où  l’on  voit , comme  plus  haut,  que  si  da 
plus  grand  coefficient  négatif  on  prend  une  ra- 
cine d’un  degré  marqué  par  le  nombre  des 
termes  positifs  qui  se  trouvent  avant  le  pre- 
mier terme  négatif,  et  qu’on  lui  ajoute  l’unité 
ou  une  quantité  plus  grande  , on  aura  une 
quantité  qui , étant  substituée  pour  la  variable 
dans  le  polynôme  , rendra  le  premier  terme 
plus  grand  que  la  somme  de  tous  les  termes 
négatifs,  et  à plus  forte  raison,  la  somme  des 
termes  positifs  plus  grande  que  celle  des  termes 
négatifs.  « 

g5.  Si  on  suppose  que  le  second  terme  du 

n 

polynôme  soit  négatif,  n = 1 et  î-f-V^S  de- 
vient égal  à S -f-  1 ; de  sorte  que  dans  ce  cas 
le  p'us  grand  coefficient  négatif  pris  positi- 
vement et  augmenté  de  l’unité , sera  la  limite 
supérieure  des  racines  positives  du  polynôme. 

C est  ce  qu’on  peut  vérifier  immédiatement, 
car  le  premier  terme  xm  étant  égal  à xn — 
on  a 

xm  = { x — 1 } {aE—*  -fx— + 1 } -f  1, 
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Or,  sous  cette  forme  on  voit  que  si  on  y subs- 
titue S -1-  i pour  x , le  résultat  de  cette  subs- 
titution surpassera  la  somme  des  termes  né- 
gatifs de  l’unité , en  supposant  que  ces  derniers 
aient  tous  le  même  coefficient;  mais  si  au  lieu 
de  S + 1 on  substitue  une  quantité  moindre 
que  S -|-  i d’une  très-petite  quantité  A , le  ré- 
sultat de  cette  substitution  dans  le  premier 
terme,  différera  de  la  somme  de  termes  négatifs 
d’une  quantité  qui  sera  ce  que  devient 

— A { a*1-1  -f-  xm~i  +....+  i } + i , 

lorsque  pour  x on  y substitue  S + î — A ; 
or  la  partie  négative  croîtra  d’autant  plus  ra- 
pidement, que  le  nombre  m sera  plus  con- 
sidérable, et,  comme  on  peut  le  concevoir, 
assez  grand  pour  qu’elle  soit  plus  grande 
que  l’unité  , de  quelque  petitesse  d’ailleurs 
qu’on  prenne  A.  On  voit,  à cause  de  l’indé- 
termination de  m , que  S + 1 est,  à proprement 
parler,  la  limite  des  racines  du  polynôme  d’un 
degré  quelconque , le  mot  limite  étant  pris 
dans  l’acception  qu’on  lui  donne  communé- 
ment, puisqu’on  ne  peut  assigner  une  quan- 
tité moindre  que  S -f-  i au-dessus  de  laquelle 
il  ne  soit  possible  de  foire  tomber  une  racine 
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en  prenant  le  nombre  m suffisamment  grand  ; 
mais  c’est  par  extension  qu’on  a donné  le  nom 
de  limite  à l’expression  que  nous  avons  trouvée 
plus  haut  [94]. 

96.  Si  on  voulait  avoir  la  limite  supérieure 
des  racines  négatives,  il  faudrait  transformer 
le  polynôme  en  un  autre  dont  les  racines 
fussent  égales  et  de  signes  contraires , car  la 
limite  supérieure  des  racines  positives  du  po- 
lynôme transformé , prise  en  moins , sera  la 
limite  supérieure  des  racines  négatives  du  po- 
lynôme proposé. 

97.  Le  plus  souvent  il  arrive  que  les  coef- 
ficiens  négatifs  du  polynôme  sont  inégaux  entre 
eux  et  que  plusieurs  termes  positifs  sont  mêlés 
avec  les  termes  négatifs,  et  que  de  plus,  les 
coefficiens  des  termes  compris  entre  le  premier 
terme  positif  et  le  premier  négatif  ne  sont  point 
nuis  : ainsi  on  conçoit  que  la  quantité  qu’on 
vient  d’assigner  comme  ne  pouvant  avoir  de 
racines  au-dessus  d’elle , est  souvent  éloignée 
de  la  plus  grande  racine , et  qu’elle  l’est  d’au- 
tant plus , que  les  termes  positifs  sont  en  plus 
grand  nombre,  et  qu’ils  sont  affectés  de  puis- 
sances plus  élevées  de  la  variable  et  de  plus 
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grands  coefficiens  : on  peutpardifférens  moyens 
obtenir  d’autres  limites  quisouventsontplusrap- 
prochées.  Newton  en  a donné  un  qui  conduit 
très-souvent  à une  limite  assez  peu  differente 
de  la  plus  grande  racine;  pour  y arriver  nous 
Commencerons  d’abord  par  observer  que  si 
toutes  les  racines  d’un  poîynome  sont  réelles 
et  qu’on  les  diminue  toutes  de  la  plus  grande , 
le  polynôme  qüi  aura  ces  différences  pour  ra- 
cines , n’aura  que  des  racines  négatives  , de  < 
sorte  que  les  coefficiens  des  différentes  puis- 
sances de  la  variable  seront  tous  positifs , puis- 
que le  polynôme  transformé  sera  le  produit 
de  facteurs  de  la  forme  y -f-  a , y ~f-  b , 
J+c,  etc.  ; et  réciproquement , si  les  coeffi- 
ciens d’un  polynôme  sont  tous  positifs , au- 
cune racine  réelle  de  ce  polynôme  ne  peut  être 
positive,  puisque  la  somme  d’une  suite  de 
termes  positifs  ne  peut  être  nulle  ; par  consé- 
quent si  on  diminue  les  racines  du  polynôme 
d’une  quantité  arbitraire,  ce  que  l’on  fera  en 
substituant  a-f-y.  au  lieu  de  x,  et  que  l’on 
dispose  de  cette  quantité  a , de  manière  que 
le  polynôme  qui  en  résulte  ait  tous  ses  coef- 
ficiens positifs  , on  aura  une  quantité  au- 
dessus  de  laquelle  aucune  racine  ne  pourra  se 
trouver,  et  par  conséquent  une  limite  des  ra- 
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cines  positives  , laquelle  s’éloignera  d’autant 
moins  de  la  plus  grande  racine,  lorsque  toutes 
sont  réelles , qu’elle  rendra  les  coefficiens  des 
différentes  puissances  de  y plus  petits  ; on  fa- 
cilitera cette  recherche  , en  observant  que  les 
coefficiens  des  puissances  de  y sont  ce  que  de- 
viennent les  polynômes  dérivés  des  ordres 
successifs  du  polynôme  proposé , divisés  par 
le  produit  de  la  suite  naturelle  des  nombres, 
jusqu’à  celui  qui  indique  l’ordre  de  dérivation 
du  polynôme  lorsque  pour  x on  y substitue 
la  quantité  a ; si  donc 

xm  + AxM— 1 -f-  Bxm~*  -f  -f  Tx-f  V 

est  le  polynôme  proposé , les  polynômes  dé- 
rivés des  ordres  m — 1,  m — 2 , m — 3,  di- 
visés par  le  produit  de  ja  suite  naturelle  des 
nombres  jusqu’à  celui  qui  indique  l’ordre  de 
dérivation , seront 

mx  ~j~  A 

m : m 1 x*  -p  m — 1 . Ax-f-B 

9 

m.m—  1 .m  — a ,,  m — 1 .m  — a 

x3  H A x4-7n-  a . Bx4-  C 

a . 0 a 


de  sorte  que  si  on  trouve  une  quantité  qui  jouisse 
de  la  propriété  de  rendre  toujours  positifs  ces 
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différens  polynômes,  en  commençant  par  ceux 
dont  le  degré  est  le  moins  élevé,  afin  de 
s’éloigner  le  moins  possible  de  la  plus  grande 
racine,  on  aura  un  nombre  au-dessus  duquel 
aucune  racine  positive  ne  pourra  se  trouver , 
et  que  l’on  désigne  communément  sous  le  nom 
de  limite  supérieure  des  racines  positives.  Quant 
à la  possibilité  de  rendre  positifs  ces  différens 
polynômes,  même  lorsque  toutes  les  racines  ne 
sont  point  réelles,  elle  ne  peut  être  révoquée  en 
doute , puisqu’on  peut  toujours  en  trouver  une 
qui  rende  le  premier  terme  de  chaque  polynôme 
plus  grand  que  la  somme  des  termes  négatifs 
[g4]  et,  qu’il  suffit  de  prendre,  parmi  les  quan- 
tités qui  rempliront  ces  conditions , la  plus 
grande  de  toutes. 

98.  Cette  méthode  a sur  la  précédente  l’avan- 
tage de  donner  une  limite  qui  est  souvent  plus 
rapprochée,  mais  elle  a l’inconvénient  d’en- 
traîner dans  des  opérations  assez  longues , au 
lieu  que  celle  qui  la  précède  donne  cette  li- 
mite immédiatement  sans  aucun  calcul , et  à 
l’inspection  seule  des  coefficiens. 

99.  Si  onveut  avoir  la  limite  inférieure  des  ra- 
cines d’un  polynôme,  on  le  transformera  en  un 
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autre  dont  les  racines  soient  les  réciproques 
du  polynôme  proposé , on  divisera  l’unité  par 
la  limite  supérieure  des  racines  positives  du 
polynôme  transformé,  et  on  aura  la  limite 
inférieure  des  racines  positives  du  polynôme 
proposé,  si  la  limite  supérieure  du  polynôme 
transformé  se  rapporte  aux  racines  positives , 
et  la  limite  inférieure  des  racines  négatives,  si 
la  limite  inférieure  du  polynôme  transformé  se 
rapporte  à celle  des  racines  négatives , ce  qoi 
est  évident;  car  sia,  b , c,  g? sont  des  racines 

du  polynôme  proposé,^,  -,  ^seront celles 

du  polynôme  transformé , et  comme  à la  plus 
petite  racine  du  polynôme  proposé  correspond 
la  plus  grande  racine  du  polynôme  transformé, 
il  en  résulte  que  si  a,  par  exemple , est  la  plus 

petite  des  racines  du  premier  polynôme , ~ 

sera  la  plus  grande  des  racines  du  second;  par 
conséquent,  si  on  désigne  par  S'  le  plus  grand 
coefficient  négatif  de  ce  second  polynôme , 
abstraction  faite  du  signe,  on  aura 

S'  + x > 5 

et  par  suite 

° > ?qrr- 
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• Quant  à la  détermination  de  S',  il  est  bon 
d’observer  qu’on  peut  toujours  l’obtenir  sans 
être  obligé  d’effectuer  aucune  substitution  , et 
qu’il  suffira  pour  cela,  lorsque  le  dernier  terme 
du  polynôme  proposé  sera  positif,  de  diviser 
le  plus  grand  coefficient  négatif  par  ce  dernier 
terme,  et  lorsqu’il  sera  négatif,  de  changer 
tous  leurs  signes , puis  de  diviser  le  plus  grand 
coefficient  négatif  par  le  coefficient  du  dernier 
terme  pris,  abstraction  faite  du  signe 5 cela 
s’aperçoit  sur-le-champ,  puisque  les  coefficiens 
du  polynôme  transformé  sont  ceux  du  poly- 
nôme proposé , divisés  par  le  dernier  terme. 


THÉORÈME  V. 

Tout  polynôme  de  degré  impair  a néces- 
sairement une  racine  réelle  d’un  signe  con- 
traire à celui  de  son  dernier  terme , et  tout 
polynôme  d’un  degré  pair  dont  le  dernier 
terme  est  négatif  en  a au  moins  deux , l’une 
positive  et  Vautre  négative. 

100.  Ce  théorème  est  une  suite  nécessaire  de 
celui  qui  précède  ; car  si  on  considère  d’abord 
un  polynôme  de  degré  impair  dont  le  dernier 
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terme  soit  négatif,  et  qu’on  substitue  zéro  pour 
la  variable , le  résultat  sera  négatif  ; mais  si 
on  y substitue  le  plus  grand  coefficient  né- 
gatif, pris  positivement  et  augmenté  de  l’u- 
nité, on  aura  un  résultat  positif,  c’est-à-dire, 
un  résultat  de  signe  contraire  à celui  de  la 
première  substitution  5 par  conséquent  il  aura 
au  moins  une  racine  réelle  positive  , c’est- 
à-dire  une  racine  réelle  d’un  signe  contraire 
à celui  de  son  dernier  terme.  Si  le  dernier 
terme  est  positif,  et  que  l’on  change  les  signes 
des  termes  affectés  des  puissances  paires  de  x , 
on  aura  un  polynôme  de  degré  impair  dont 
le  dernier  terme  sera  négatif , et  qui  aura  au 
moins  une  racine  réelle  positive  ; et  comme  les 
racines  de  ce  polynôme,  prises  en  moins,  sont 
les  raeines  du  premier,  il  en  résulte  que  lors- 
que le  dernier  terme  est  positif,  le  polynôme  a 
nécessairement  une  racine  réelle  négative,  et 
par  conséquent , comme  dans  le  premier  cas, 
une  racine  réelle  d’un  signe  contraire  à celui 
de  son  dernier  terme. 

Si  le  polynôme  est  de  degré  pair,  ét  qu’on 
substitue  zéro  pour  la  variable , il  se  réduira 
à son  dernier  terme,  et  comme  il  est  négatif 
par  hypothèse,  le  résultat  de  cette  substi- 
tution 
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tution  sera  négatif  ; mais  si  on  y substitue  le 
plus  grand  coefficient  négatif,  pris  positivement 
et  augmenté  de  l’unité , le  résultat  de  cette 
subs titul ion  sera  positif,  c’est-à-dire,  de  signe 
contraire  au  premier  ; ainsi  il  aura  au  moins 
une  racine  réelle  positive.  Si  on  change  les 
signes  des  puissances  impaires  de  x,  on  aura 
un  polynôme  de  degré  pair  dont  le  dernier 
terme  sera  négatif,  et  qui  aura  au  moins  une 
racine  réelle  positive , et  comme  cette  racine , 
prise  en  moins , rendra  nul  le  polynôme  primi- 
tif, il  en  résulte  que  le  dernier  polynôme  aura 
au  moins  une  racine  réellenégative,  ce  que  d’ail- 
leurs on  peut  encore  voir  autrement  : car  si 
on  divise  le  polynôme  proposé  par  le  facteur 
qui  correspond  à la  racine  positive  , on  aura 
un  polynôme  de  degré  impair  dont  le  dernier 
terme  sera  positif,  et  qui  par  conséquent  aura 
une  racine  négative  ; et  comme  les  racines  de 
ce  polynôme  rendent  nul  le  premier , il  en 
résulte  que  celui-ci  a $ussi  une  racine  néga- 
tive ; ainsi  tout  polynôme  de  degré  pair , dont 
le  dernier  terme  est  négatif,  a au  moins , 
comme  on  l’a  énoncé,  deux  racines  réelles, 
l’une  positive  et  l’autre  négative. 

101.  Il  suit  de  ce  théorème,  que  si  on  divise 

io 
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un  polynôme  dégagé  de  racines  égales,  parle 
produit  des  facteurs  qui  correspondent  aux 
racines  réelles,  le  quotient  qui  en  résultera 
sera  un  polynôme  de  degré  pair , dont  le 
dernier  terme  sera  positif,  et  tel  qu’aucune 
grandeur  substituée  pour  la  variable  ne  pour- 
ra donner  un  résultat  négatif.  D’abord  il  se* 
ra  de  degré  pair , car  s’il  était  de  degré  im- 
pair, il  aurait  au  moins  une  racine  réelle  de 
«igné  contraire  à son  dernier  ternie  , et  par 
conséquent  il  ne  serait  pas  le  quotient  du  poly- 
nôme par  le  produit  de  tous  les  facteurs  qui 
correspondent  aux  racines  réelles , ce  qui  est 
contre  l’hypothèse  : de  plus,  il  faut  que  le  der- 
nier terme  soit  positif,  car  s’il  était  négatif,  le 
quotient  aurait  au  moins  deux  racines  réelles 
de  signes  contraires,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu; 
enfin  il  ne  pourra  devenir  négatif,  par  aucune 
valeur  numérique  substituée  à la  place  de  x , 
car  si  cela  avait  lieu , il  faudrait,  à cause  que 
le  résultat  de  la  substitution  de  zéro  au  lieu 
de  * est  positif,  qu’il  eut  au  moins  une  racine 
réelle  positive , ce  qui  est  contre  la  supposition. 

102.  On  peut  reconnaître  au  signe  du  dernier 
terme , si  les  racines  réelles  positives  sont  en 
nombre  pair  ou  impair:  en  effet,  le  dernier  terme 
d’un  polynôme  est  le  produit  des  seconds  termes 
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des  facteurs  du  premier  degré  qui  correspondent 
aux  racines  réelles  par  le  dernier  terme  du  * 
quotient  qu’on  obtient  en  divisant  le  polynôme 
proposé  par  le  produit  de  tous  ces  facteurs. 
Or  le  dernier  terme  du  quotient  est  toujours 
positif  ; si  donc  le  dernier  ternie  est  négatif, 
il  faut  que  le  produit  des  seconds  termes  des  fac- 
teurs réels  du  premier  degré  soit  négatif,  et  que 
par  suite  ily  ait  un  nombre  impair  de  ces  seconds 
termes  qui  soient  négatifs,  ce  qui  ne  peut  avoir 
lieu,  à moins  que  le  polynôme  n’ait  un  nombre 
impair  de  racines  réelles  positives.  Si  le  dernier 
terme  est  positif,  il  faut  que  le  produit  des  se- 
conds termes  des  facteurs  réels  du  premier  de- 
gré soit  positif,  ou  qu’il  y ait  un  nombre  pair  de 
ces  seconds  termes  qui  aient  le  signe  moins , ce 
qui  exige  qu’il  y ait  un  nombre  pair  de  racines 
réelles  positives. 

« 

io3.  Lorsqu’un  polynôme  dont  les  coefficiens 
sont  des  nombres , ne  peut  admettre  de  ra- 
cines réelles,  il  faut  bien  se  garder  de  croire 
pour  cela  qu’aucune  substitution  ne  puisse 
jouir  de  la  propriété  de  rendre  nul  ce  poly- 
nôme , ou  qu’il  ne  puisse  avoir  de  racines  -,  c’est 
ce  qu’on  voit  parfaitement  pour  les  polynômes 
des  second  et  quatrième  degrés , car  les  ex- 

9- 
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pressions  générales  des  racines  de  ces  poly- 
nômes jouissant  delà  propriété  de  les  rendre 
nuis  par  le  seul  effet  des  réductions  algébriques, 
ou  de  l’opposition  des  signes,  jouissent  encore 
de  cette  même  propriété,  lorsque  les  coeffi- 
ciens  ont  des  relations  qui  empêchent  ces 
expressions  de  se  réduire  à des  quantités  réelles; 
c’est  ce  qu’on  voit  encore  par  l’expression  des 
racines  des  polynômes  à deux  termes,  lors- 
qu’ils sont  dégagés  des  facteurs  qui  corres- 
pondent aux  racines  réelles  qu’ils  peuvent  con- 
tenir , ainsi  que  par  celles  qui  peuvent  se  ra- 
mener à la  forme  de  ceux  des  second  , troi- 
sième et  quatrième  degrés. 

io4.  Si  on  observe  la  formeconstante  sous 
laquelle  les  racines  des  polynômes  de  degré 
pair  se  présentent  lorsque  tous  les  coefficiens 
sont  positifs  et  égaux  à l’unité , soit  qu’on  les 
prenne  tous  en  plus,  ou  alternativement  en  plus 
et  en  moins,  et  que  de  plus  l’on  considère  que 
ces  racines  doivent  résulter  de  l’expression 
générale  de  celles  des  polynômes  de  même  de- 
gré, on  ne  tardera  point  à penser  que  cette 
forme  est  aussi  celle  à laquelle  toutes  les  ra- 
cines doivent  se  réduire  lorsque  le  polynôme 
n’en  comporte  pas  de  réelles.  Cette  idée  qui 
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se  vérifie  immédiatement  sur  les  polynômes 
des  second  et  quatrième  degrés,  ainsi  que  sur 
ceux  dont  les  racines  dépendent  de  celles  des 
polynômes  delà  forme  du  second,  du  troisième 
et  du  quatrième  degré,  acquiert  donc  un  degré 
de  vraisemblance  de  plus  qu’elle  n’avait  aupa- 
ravant, c’est  à la  constater  dans  toute  son 
étendue , que  le  théorème  suivant  est  réservé. 

THÉORÈME  VI. 

Lorsqu'un  polynôme  de  degré  pair  n'ad- 
met aucune  racine  réelle , il  existe  au  moins 
une  quantité  r et  un  angle  <p  qui  font  de 

r{cos  <p  + sin  <p.y/ — i } , 
une  racine  de  ce  polynôme. 

io5.  Soitxm-f-A#m-,-l-Bxm-!4-.  • -4-Tx-f-V, 
un  polynôme  de  degré  pair  que  nous  suppose- 
rons dégagé  de  facteurs  égaux. 

Si  pour  x on  y substitue 

r { cos  <p  -f-  sin  <p  ]/  — 1 } , 

on  aura 

rmcosm^-+-Arm— 'cos(m — -f-  T cosp  + V 
■+ { i"sinm$>+Ar^-,sin(TO—  }l/  — i > 
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par  conséquent , si  la  quantité  r et  l’angle  <p 
peuvent  se  déterminer  de  manière  à rendre  nul 
ce  résultat , r { cos  <p  -f-  \/  — 1 sin  <p  } sera  ra- 
cine du  polynôme  proposé  ; or  le  résultat  pré- 
cédent ne  peut  être  nul , à moins  que  la  somme 
des  termes  qui  ne  sont  pas  multipliés  par 

— 1 , ne  soit  nulle  et  que  celle  des  termes 
qui  sont  multipliés  par  cette  même  quantité , 
ne  soit  égale  à zéro  : ainsi  la  difficulté  est  ra- 
menée à faire  voir  qu’on  peut  toujours  trouver 
une  quantité  r et  un  angle  tp  qui  jouissent  de  la 
propriété  de  rendre  nuis  en  même  temps  les 
deux  polynômes 

rm  cos  m/p  -f-  A r*"- ' cos  ( m — i ) tp  -f- . . . . -|-Trcosp-{-  V 
rm  sin  mç>  -f-  Ai"~ 1 sin  ( m — i ) ç Tr  sin  ç. 

Réciproquement,  si  ces  deux  polynômes  de- 
viennent nuis  en  même  temps , par  la  substitu- 
tion d’une  même  quantité  ret  du  même  angle  <p 
l’expression  r{  cos  <p  -j-  sin  <p  \/  — 1 j étant 
substituée  pour  x dans  le  polynôme  proposé , 
jouira  de  la  propriété  de  le  rendre  nul. 

Pour  démontrer  l’existence  des  quantités 
r et  <p , concevons  sur  un  plan  une  droite  in- 
définie AB , fig.  2 , de  position  fixe  5 si  on 
prend  sur  cette  droite  un  point  A,  que  par  ce 
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point  et  dans  le  même  plan  on  mène  une 
droite  quelconque  qui  fasse  avec  la  première 
un  angle  <p  qui  ne  rende  point  nul  le  coef- 
ficient du  premier  terme  du  second  polynôme, 
il  existera  nécessairement  pour  cette  valeur 
de  <p  , une  quantité  réelle , qui  étant  substituée 
pour  r dans  le  second  polynôme  , le  rendra 
nul , puisqu’en  supprimant  le  facteur  r qui  se 
trouve  dans  tous  ses  termes , on  a un  poly- 
nôme de  degré  impair  qui  admet  toujours  une 
racine  réelle  : par  conséquent , si  par  le  point 
A on  tire  une  droite  qui  fasse  avec  la  droite 
AB  un  angle  quelconque  <p  qui  ne  rende  point 
nul  le  coefficient  du  premier  terme,  on  trou- 
vera toujours  sur  cette  droite,  ou  sur  son  pro- 
longement , un  point  dont  la  distance  au  point 
A étant  substituée  avec<p,  jouira  de  la  proprié- 
té de  rendre  nul  le  second  polynôme  ; ce 
point  sera  dans  le  sens  même  de  la  droite, 
lorsque  les  coefficiens  du  premier  et  du  der- 
nier termedu  second  polynôme  serontde  signes 
différens  , et  dans  le  sens  opposé  ou  sur  son 
prolongement,  lorsque  ces  mêmes  coefficiens 
auront  le  même  signe  : mais  comme  les  valeurs 
négatives  de  r qui  rendent  nuis  le  second  po- 
lynôme , prises  positivement,  rendent  nul  celui 
qui  ne  diffère  de  ce  dernier  que  par  les  signes 
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des  termes  affectés  des  puissances  impaires  de 
r,  et  que  ce  changement  peut  être  considéré 
comme  provenant  de  celui  de  en  < p -h 
dans  le  second  polynôme,  ou,  ce  qui  revient 
au  même  , du  changement  de  direction  dans 
la  droite,  il  en  résulte  qu’on  peut  faire  abstrac- 
tion des  valeurs  négatives  de  r , en  faisant  va- 
rier l’angle  <p  depuis  zéro  jusqu’à  une  circon- 
férence entière , et  ne  prendre  que  les  valeurs 
positives  de  cette  quantité,  qui  rendent  nul  le 
second  polynôme.  Cela  posé,  il  peut  arriver 
que  T soit  positif  ou  négatif  ; supposons  - le 
d’abord  positif  : si  on  conçoit  une  droite  mo- 
bile appliquée  sur  la  droite  AB,  l’angle  <p-  qu'elles 
feront  entre  elles , étant  nul,  il  en  résulte  que 
toutes  les  longueurs  prises  sur  cette  droite, 
à partir  du  point  A , étant  substituées  pour  r 
dans  le  second  polynôme , le  rendront  nul , 
lorsque  pour  <p  on  aura  substitué  zéro.  Si  on 
conçoit  que  la  même  droite  tourne  autour  du 
point  A,  de  manière  à faire  avec  elle  un  angle 

compris  depuis  ip  = o,  jusqu’à  <p  =~,m<p  se- 
ra compris  entre  zéro  et  rt  ; ainsi  le  premier  et 
le  dernier  terme  étant  positifs , on  est  dans  le 
doute  s’il  existe  des  valeurs  positives  de  r,  qui 
rendent  nul  le  second  polynôme  ; si  on  fait 
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<p  = ^ le  coefficient  du  premier  terme  est  nul, 
et  une  valeur  de  r est  infinie  ; si  on  continue 
à faire  croître  l’angle  <p  depuis  <p  = ^ jusqu’à 

<p=  sin  m<p  et  sin<p  seront  de  signes  con- 
traires. Ainsi  la  droite  , dans  chacune  de  ses 
positions,  aura  dans  cet  angle  un  point  dont  la 
distance  au  point  A jouira  de  la  propriété  de 
rendre  nul  le  second  polynôme  , lorsque  pour 
<p  on  substituera  l’angle  que  fait  la  droite  mo- 
bile avec  la  ligne  AB.  Si  on  la  conçoit  dans  une 

position  qui  corresponde  à <p  = le  coefficient 

du  premier  terme  dans  le  polynôme  étant  nul , 
la  valeur  de  r est  infinie  ; de  plus , si  dans  cet 
angle  pour  lequel  la  valeur  de  r est  positive , on 
conçoitque  l’angle  <p  varie  par  degrés  insensibles 
la  somme  des  termes  positifs, aussi  bien  que  celle 
des  termes  négatifs  variera  par  degrés  insen- 
sibles, de  sorte  que  la  somme  des  uns  et  des 
autres,  ainsi  que  la  valeur  de  r variera  aussi 
de  la  même  manière;  par  conséquent  les  va- 
leurs de  r étant  continues  pour  toutes  les  va- 
leurs de  <p  qui  sont  comprises  entre  ^ et 
on  peut  concevoir  une  courbe  dont  les  droite» 
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menées  du  point  A à chacun  de  ses  points,  dé- 
terminent à la  fois  deux  quantités  r et  <p,  qui 
étant  substituées  dans  le  second  polynôme, 
jouissent  de  la  propriété  de  le  rendre  nul  ; et 

comme  les  suppositions  de  <p  = ^ et  de  <p  = 2 ~ 

donnent  r infini,  il  en  résulte  que  cette  courbe  a 
deuxbranches  infinies  dont  les  côtés  AB'  et  AB" 
sont  les  assÿmptotes  , ainsi  qu’on  pourra  aisé- 
mentie  reconnaître.  Si  on  continue  à faire  tour- 
nerla  droite  mobile  autour  dupointA,on  verra 
que  pour  toutes  les  positions  de  cette  droite  qui 
donneraient  pour  sin  <p  et  sin  m<p  des  résultats 
de  même  signe , on  ne  pourra  affirmer  l’exis- 
tence d’une  quantité , qui  étant  substituée  pour 
rdans  le  second  polynôme,  jouisse  de  la  pro- 
priété de  le  rendre  nul,  et  qu’au  contraire  on 
pourra  affirmer  pour  toutes  les  positions  de 
cette  droite  qui  donnent  pour  sin  <p  et  sin  m<p , 
des  résultats  de  signes  différens,  qu’il  existe  une 
pareille  quantité  : or  les  angles  pour  lesquels  sin  <p 
et  sin  m<p  sont  de  signes  contraires  lorsque  p est 
moindre  qu’une  demi-circonférence , sont  ceux 
pour  lesquels  mp  est  compris  entre  un  multiple 
pair  et  un  multiple  impair  d’une  demi-circonfé- 
rence,ou,  cequirevient  au  même,  ceux  quisont 

compris  entre  ^ et  k é tant  un  nombre 
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entier  plus  petit  que  £ m , et  'X  désignant,  comme 
plus  haut , la  demi-circonference  ; par  consé- 
quent il  y a dans  chacun  des  angles  compris 

entre  un  multiple  impair  de  ~ , et  le  multiple 
pair,  immédiatement  supérieur  de  la  même  quan- 
tité , jusqu’à  celui  qui  est  marqué  par  — — 1, 

une  courbe  continue  qui  a pour  assymp- 
totes  les  côtés  de  l’angle  dans  lequel  elle  se 
trouve,  et  dont  les  droites  menées  de  chacun  de 
ses  points  au  point  A , déterminent  à la  fois 
la  quantité  r et  l’angle  <p,  de  manière  à rendre 
nul  le  second  polynôme. 

Lorsque  la  droite  mobile  fera  avec  la  droite 

AB,  un  angle  égal  à (m — i)^ , le  coefficient  du 

premier  terme  étant  nul,  sansqueceuxde  tous 
les  autres  termes  le  soient,  une  des  valeurs  de 
r sera  infinie;  si  on  continue  à faire  croître 

l’angle  <p  depuis  (m — 1)  A jusqu’à  7 r,  le  coeffi- 
cient du  premier  et  du  dernier  terme  étant  de 
signes  contraires,  il  y aura  toujours  une  quan- 
tité réelle  positive  et  finie,  qui  dans  cet  in- 
tervalle rendra  nul  le  second  polynôme,  même 
quand  on  fera  <p  s=ttj  car , bien  que  dans  cette 
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hypothèse  le  coefficient  du  premier  terme  soit 
nul,  comme  il  conserve  un  rapport  fini  avec 
les  autres  coefficiens  qui  sont  aussi  nuis,  il 
en  résulte  que  la  valeur  de  r sera  encore  finie. 
Cette  valeur  de  r n’est  point  la  seule  qui  satis- 
fasse au  second  polynôme  , puisque  toutes  les 
distances  comptées  sur  cette  droite,  à partir 
du  point  A , y satisfont  également  ; mais  cette 
valeur  de  r est  celle  qui  se  trouve  liée  par 
la  loi  de  continuité  avec  celles  qui  correspondent 
aux  valeurs  de  <p,  immédiatement  inférieures  à tt; 
ainsi  la  courbe  qui  détermine  à la  fois  les 
valeurs  de  r et  de  <p  qui  rendent  nuis  le  second 
polynôme,  a pour  assymptotela  droite  ABC"~°, 
et  coupe  la  droite  ABCm).  Si  on  continue  à faire 
tourner  la  droite  mobile , l’angle  <p  sera  plus 
grand  que  ne , et  pourra  être  représenté  par 
ci).  Or  cet  angle  et  ses  multiples  ont  des 
sinus  égaux  et  de  signes  contraires  à ceux  de 
<7 r — a>  et  de  ses  multiples  ; par  conséquent 
les  valeurs  de  r qui  rendent  nuis  les  polynômes 
qui  correspondent  à des  angles  plus  grands 
que  deux  droits , sont  égales  à celles  qui  cor- 
respondent aux  angles  qui  sont  moindres  et  qui 
sont  autant  au-dessousde  cette  quantité  que  les 
premiers  sont  au-dessus  ; de  sorte  qu’il  y a au- 
dessousde  la  droite  BAB(m),  une  suite  de  courbes 
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égales  à celles  qui  sont  au  dessus , et  qui  sont  pla- 
cées symétriquement  de  part  et  d’autre , par 
rapport  à cette  même  droite;  de  manière  que  si 
on  applique  la  partie  du  plan  qui  est  au-dessous 
de  la  droite  sur  celle  qui  est  au-dessus,  les 
courbes  coïncideront. 

Si  le  dernier  terme  du  second  polynôme  , 
au  lieu  d’être  positif,  était  négatif,  la  discussion 
se  ferait  de  la  même  manière  que  lorsqu’il  est  po- 
sitif. On  reconnaîtra  par  cette  discussion  que  les 
courbes  placées  au-dessus  et  au-dessous  de  la 
droite  AB,  sont  symétriques,  mais  que  celles  qui 
sont  placées  au-dessus,  au  lieu  d’être  comprises 
entre  les  multiples  impairs  etles  multiples  pairs 

de  ^ , seront  comprises  entre  les  multiples 

pairs  et  les  multiples  impairs  immédiatement 
inférieurs  de  la  même  quantité;  on  reconnaîtra 
de  plus , que  les  droites  qui  font  avec  la  ligne  AB 
des  angles  égaux  à des  multiples  quelconques  de 

sont  les  assymptotes  des  branches  de  cour- 
bes qui  se  trouvent  tant  au-dessus  qu’au  des- 
sous de  la  droite  AB,  excepté  la  droite  AB  qui 
jouit  exclusivement  de  la  propriété  de  diviser 
la  courbe  comprise  dans  l’angle  B'AC , fig.  2 , 
en  deux  parties  parfaitement  symétriques. 
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Considérons  maintenant  le  premier  polynôme  : 
si  on  conçoit  comme  précédemment,  une  droite 
indéfinie  située  sur  un  plan  fixe , fig.  4 , que 
par  un  point  A pris  sur  cette  droite , on  mène 
dans  ce  plan  une  autre  droite  qui  fasse  avec 
elle  un  angle  <p  pour  lequel  le  cosinus  de 
l’arc  m<p  soit  négatif,  il  existera  sur  cette 
droite  un  point  dont  la  distance  au  point  A 
étant  substituée  avec  l’angle  <p  dans  le  der- 
nier polynôme,  jouira  de  la  propriété  de  le 
rendre  nul  ; et  comme  en  faisant  varier  l’angle 
<p  par  nuances  insensibles,  les  coefficiens  des 
termes  positifs  et  négatifs  varient  aussi  par 
nuances  insensibles , les  valeurs  de  r qui  ren- 
dent nul  le  premier  polynôme , varient  de  la 
même  manière  ; ainsi,  puisque  les  valeurs  de  r 
sont  continues,  on  peut  concevoir  une  courbe 
telle , que  si  de  chacun  de  ses  points  on  mène 
une  droite  au  point  A , elle  détermine  à la  fois 
une  quantité  r et  un  angle  <p  qui , étant  substi- 
tués dans  le  premier  polynôme,  auront  la  pro- 
priété de  le  rendre  nul  3 et  comme  on  ne  peut 
rien  statuer  sur  la  réalité  de  la  quantité  r 
dans  le  premier  polynôme  , que  pour  les  va- 
leurs de  <p  qui  font  de  cos  m$  une  quantité 
négative,  ou  que  pour  les  valeurs  de  m<p 
qui  sont  comprises  entre  deux  multiples  im- 
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pairs  d’un  quadrans,  c’est-à-dire  que  pour  les 
Valeurs  de  <p  qui  sont  comprises  entre 

et(2/fc-+-3)— , 

Nous  ne  nous  occuperons  que  des  valeurs  de  r 
qui  résultent  des  valeurs  de  comprises  entre 
ces  limites;  mais  les  valeurs  de  <f>  qui  cor- 
respondent à deux  multiples  impairs  et  suc- 
cessifs de  donnant  r infini , chaque  courbe 
est  comprise  entre  deux  angles  qui  sont  des 
multiples  impairs  et  successifs  de  et  qui  au- 

ront pour  assymptotes  les  côtés  de  ces  mêmes 
angles;  et  comme  au-delà  des  valeurs  de  <p  qui 
surpassent  ir,les  cosinus  sont  les  mêmes  que 
pour  les  valeurs  de  <p  qui  sont  autant  au-dessous 
de  nt que  les  premières  sont  au-dessus,  il  en  ré- 
sulte qu’il  y a au-dessous  de  la  droite  AB  autant 
de  courbes  qu’il  y en  a au-dessus  et  qu’elles  sont 
tellement  situées , que  la  superposition  des  unes 
sur  les  autres,  s’opère  d’elle-même  lorsqu’on  fait 
tourner  la  partie  du  plan  qui  est  au-dessous  de  la 
ligne  AB  sur  la  partie  de  ce  même  plan  qui 
est  située  au-dessus.  Cela  posé,  si  on  applique 
la  ligne  AB  de  la  figure  3 sur  la  ligne  AB  de  la 
figure  2 , ainsi  qu’on  le  voit  fig.  4 , de  ma-. 
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nière  que  le  point  A de  l’une  des  figures  coïn- 
cide avec  le  point  A de  l’autre,  les  droites  qui 
dans  la  figure  3 font  avec  la  ligne  AB  des  angles 

multiples  de^,  seront  de  deux  espèces;  les 

unes  s’appliqueront  sur  celles  de  la  figure  2,  et  les 
autres  diviseront  en  deux  également,  les  angles 
consécutifs  de  cette  même  figure.  Or,  les  courbes 
de  la  figure  3 qui  sont  au-dessus  de  la  ligne  AB , 
sont  comprises  dans  les  angles  des  droites  qui 
font  avec  cette  même  ligne  des  angles  de  la 

forme  ( kk  -f-  1 ) ^ et  ( 4^'  -f-  3 ) ~ ; les  cour- 
bes de  la  figure  2 qui  sont  au  - dessus  de  la 
même  droite,  sont  comprises  entre  des  droites 
qui  font  avec  la  ligne  AB,  des  angles  de  la  forme 

( k.k  -f-  2 ) — et  (4 k 4-4)  — , 

v 'a  m v '2m1 

par  conséquent  les  courbes  de  l’une  et  de 
l’autre  figure  ont  chacune  une  branche  dans 
l’angle  compris  par  les  droites , qui  font  avec 
la  ligne  AB,  des  angles  de  la  forme 

(4Æ-f-a)  — et  (4/t-f-3)— , 

et  comme  chaque  branche  qui  coupe  une  de 

ces 
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ces  droites  à une  distance  finie , va  toucher 
l’autre  à l’infini  ; il  en  résulte  que  l’une  de  ces 
branches  a un  point  situé  du  côté  de  la  concavité 
de  l’autre  branche , et  un  point  situé  du  côté  de 
la  convexité,  et  comme  elle  est  continue  dans 
toute  cette  etendue , il  faut  en  conclure  que 
les  deux  courbes  se  coupent  nécessairement , 
et  par  conséquent  qu’il  existe  des  valeurs  de 

<p  comprises  entre  (4*4-2)  ~ et  (4*4.3)  * 

et  des  valeurs  de  r qui  étant  substituées  dans 
les  deux  polynômes  en  r et  en  <p , jouissent 
de  la  propriété  de  les  rendre  nuis. 

106.  Comme  la  partie  de  chacune  des  figures  2 
et  3 qui  se  trouve  au-dessous  de  la  ligneAB  peut 
s appliquer  exactement  sur  celle  qui  se  trouve 
au  - dessus , il  en  résulte  qu’autant  il  y aura 
de  points  d’intersection  au-dessus  de  la  droite 
AB yjig.  4,  autant  il  y en  aura  au-dessous; 
et  comme  ces  dernières  intersections  sont  pla- 
cées symétriquement  aux  premières  par  rap- 
port à la  ligne  AB , les  angles  <p  qui  corres- 
pondent à ces  intersections,  sont  les  complè- 
te118 à quatre  droits  , des  angles  qui  appar- 
tiennent aux  premières , de  sorte  que  l’exis- 
tence d’une  racine  telle  que 

r { Cos  <p+  sin  <p  [/  — . 1 v ■ 

xi 
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entraîne  nécessairement  celle  d’une  autre  ra- 
cine, dans  laquelle  il  y aurait  au  lieu  de  <p, 
le  complément  de  cet  angle  à 4 droits,  ou,  ce 
qui  revient  au  même , — <p  au  lieu  de  tp.  Or  le 
cosinus  de  — <p  étant  le  même  que  celui  de  l’an- 
gle < p , et  son  sinus  étant  égal  et  de  signe  con- 
traire à celui  de  ce  même  angle,  il  en  résulteque 

r { cos  <p  — sin  <p  y/  — 1} 

sera  aussi  une  racine  ; d’où  il  suit  que  l’exis- 
tence d’une  racine  imaginaire  dans  un  poly- 
nôme , entraîne  toujours  celle  d’une  autre  ra- 
cine qui  ne  diffère  de  la  première  que  par  le 
signe  de  la  partie  imaginaire. 

C’est  ce  qu’on  peut  voir  immédiatement,  et 
sans  avoir  recours  à aucune  construction  ; car  si 
dans  un  polynôme  on  substitue  pour  la  variable, 
une  quantité  de  la  forme  a -j-  /3  y/ — 1,  et  quel’on 
endéveloppe  les  puissances  successives , on  aura 
un  résultat  qui  se  composera  de  deux  sortes  de 
termes  : les  uns  seront  affectés  de  puissances 
paires  de/3  y/ — 1 , et  les  autres  de  puissances  im- 
paires de  la  même  quantité,  et  comme  les  puis- 
sances paires  de  /3  y/  — 1 sont  réelles  et  que  les 
puissances  impaires  sont  imaginaires,  il  s’ensuit 
que  le  résultat  est  de  la  forme  P-J-Q  ÿ — 1. 
Or  si  dans  le  même  polynôme  on  substitue 
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a — (Z]/—  i , on  obtiendra  un  résultat  qui  ne 
différera  du  premier  que  par  le  signe  de  la  par- 
tie imaginaire , et  qui  par  conséquent  sera 
P — Q \/ — i.  Mais  si  la  substitutiQn  réduit  le 
polynôme  à zéro,  il  faut  que  les  termes  réels 
et  imaginaires  se  réduisent  séparément  à zéro , 
puisque  si  cela  n’avait  point  lieu,  on  pourrait 
en  déduire  qu’une  quantité  réelle  est  égale  à une 
quantité  imaginaire , ainsi  P = o et  Q = o , 
par  conséquent  P — Q v/  — - 1 = o.  Si  donc 
un  polynôme  dont  les  coefficiens  sont  réels  , 
admet  une  racine  de  la  forme  \/  ■ — 1,  il 

en  admettra  nécessairement  une  seconde  qui 
ne  différera  de  la  première  que  par  le  signe  de 
la  partie  imaginaire  : c’est  cette  propriété  que 
ces  racines  ont  d’être  inséparables  et  de  ne  ja- 
mais aller  l’une  sans  l’autre  , qui  leur  a fait 
donner,  le  nom  de  racines  conjuguées. 

107.  Le  raisonnement  qu’on  vient  d’employer 
peut  servir  à démontrer  que  si  un  polynôme 
admet  une  racine  de  la  forme  a +1/  b,  a et  b 
étant  commensurables , il  en  admet  nécessaire- 
ment une  autre  a — ne  diffère  de  la  pre- 
mière que  parle  signe  du  radical  ; car  le  résultat 
de  la  première  substitution  étant  représenté 
par  A-i-Bj/  6,  celui  de  la  seconde  le  sera  par 

ai.. 


Digitized  by  Google 


l64  MÉLANGES 

A — B\/  et  comme  A+B  [/  b = o,  et  que 
d’ailleurs  les  quantités  A et  B sont  commen- 
surables,  il  faut  qu’on  ait  à -la -fois  A = o et 
B = o,  sans  quoi  on  pourrait  en  conclure  qu’une 
quantité  commensurable  est  égale  à une  quan- 
tité incommensurable , ce  qui  est  absurde;  par 
conséquent  il  faut  qu’on  ait  A — B ÿb  = o,  et 
que  par  suite  a — y' b soit  racine  du  polynôme. 

108.  Si  on  considère  le  nombre  des  intersec* 
lions  qui  se  trouvent  au-dessus  de  la  droite  AB , 
JigA,on  verra  facilement  qu’ils  sont  au  nombre  de 

puisque  ce  nombre  est  celui  des  angles  dans 
lesquels  se  trouvent  des  branches  de  courbes , 
et  comme  à chacune  d’elles  correspond  une  ra- 
cine du  polynôme,  il  en  résulte  que  les  racines 
qui  correspondent  aux  intersections  qui  se  trou- 
vent tant  au  - dessus  qu’au  - dessous  de  cette 
même  droite,  sont  au  nombre  de  m,  ce  qui  dé- 
montre que  tout  polynôme  qui  n’admet  aucune 
racine  réelle  et  qui  n’a  aucun  facteur  multiple, 
a autant  de  racines  imaginaires  qu’il  est  marqué 
par  son  degré  ; c’est  ce  qu’on  pourrait  conclure 
de  l’existence  d’une  racine  seulement , car  une 
racine  imaginaire  étant  toujours  accompagnée 
par  sa  conjuguée,  si  l’une  d’elles  est  repré- 
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sentée  par 

r { cosp+sin  <p, y/ — i J.; 
une  autre  le  sera  par 

r { cos  $ — sinp.  ÿ — 1 } ; 

si  on  fait  le  produit  des  facteurs  du  premier 
degré  qui  correspondent  à ces  racines , on  aura 
un  facteur  réel  du  second  degré,  qui  sera 

x*  — arx  cos  q>  4-  r*. 

Si  on  divise  le  polynôme  par  ce  facteur , on 
en  obtiendra  un  d’un  degré  moindre  de  deux 
unités  , et  comme  celui-ci  admettra  un  facteur 
réel  du  deuxième  degré,  le  premier  polynôme 
sera  le  produit  de  deux  facteurs  du  second  de- 
gré par  un  facteur  d’un  degré  moindre  de  quatre 
unités:  en  continuant  ainsi  de  proche  en  proche, 
on  verra  qu’un  polynôme  peut  être  décomposé 
en  autant  de  facteurs  réels  du  second  degré  , 
qu’il  est  marqué  par  la  moitié  de  son  degré  , 
et  par  suite,  qu’il  a autant  de  racines  qu’il  est 
marqué  par  l’exposant  de  son  degré.  La  dé- 
composition d’un  polynôme  de  degré  pair  en 
facteurs  réels  du  second  degré  n’est  point  par- 
ticulière à un  polynôme  dégagé  de  facteurs  mul- 
tiples car  si  un  polynôme  a des  facteurs  égaux, 
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on  peut  le  considérer  comme  résultant  du  pro- 
duit de  plusieurs  polynômes  dans  chacun-des- 
quels  aucune  racine  ne  peut  se  trouver  plu- 
sieurs fois,  et  comme  une  racine  imaginaire  ne 
peut  se  trouver  dans  chacun  d’eux  sans  être 
accompagnée  d’une  racine  qui  ne  diffère  de 
celle-ci  que  par  le  signe  de  la  partie  imaginaire , 
il  en  résulte  qu’autant  de  fois  une  racine  ima- 
ginaire se  trouvera  dans  un  polynôme,  autant 
de  fois  la  conjuguée  de  celle  - ci  s’y  trouvera 
aussi  : si  donc  on  multiplie  deux  à deux  les 
facteurs  du  premier  degré  qui  correspondent 
aux  racines  imaginaires  qui  ne  diffèrent  que 
par  le  signe  de  la  partie  imaginaire , on  aura 
autant  de  facteurs  réels  du  second  degré  qu’il 
est  marqué  par  la  moitié  du  nombre  des  fac- 
teurs du  premier  ; et  comme  un  polynôme  de 
degré  pair  qui  admet  des  racines  réelles,  en 
admet  toujours  un  nombre  pair , et  que  les 
facteurs  du  premier  degré  qui  correspondent 
à ces  racines,  étant  multipliés  deux  à deux , 
donnent  des  facteurs  réels  de  second  degré , 
il  en  résulte  que  tout  polynôme  de  degré  pair 
peut  être  décomposé  en  autant  de  facteurs  réels 
du  second  degré,  qu’il  est  marqué  par  la  moitié 
du  degré  du  polynôme. 
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109.  On  voitpar  ce  qui  vient  d’être  dit,  que  s’il 
n’est  pas  toujours  possible  de  former  avec  des 
facteurs  réels  du  premier  degré,  un  polynôme 
dont  les  coefficiens  aient  telle  valeur  qu’on  veut, 
il  est  du  moins  toujours  possible  d’en  former 
un  dont  les  coefficiens  aient  telle  valeur  qu’on 
voudra  avec  un  facteur  réel  du  premier  de- 
gré , et  un  certain  nombre  de  facteurs  du  se- 
cond , si  le  polynôme  doit  être  d’un  degré  im- 
pair, et  avec  un  certain  nombre  de  facteurs 
réels  du  second  degré,  si  le  polynôme  doit 
être  d’un  degré  pair. 

j xo.  Maintenant  que  nous  savons  qu’un  poly- 
nôme rationnel  a autant  de  racines  qu’il  est 
marqué  par  l’exposant  de  son  degré,  et  que  nous 
connaissons  la  nature  de  ses  racines , il  nous 
reste  à procéder  à leur  détermination  rigou- 
reuse , si  cela  est  possible,  ou  du  moins  ap- 
prochée , si  on  ne  peut  faire  autrement. 

1 1 1 . La  méthode  qui  se  présente  naturellement 
consiste  à placer  chaque  racine  entre  deux 
nombres,  à l’aide  desquels  on  puisse  déterminer 
d’autres  nombres,  qui,  sans  cesser  de  la  com- 
prendre, puissent  différer  entre  eux  d’une  quan- 
tité aussi  petite  qu’on  le  voudra  3 pour  placer 
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ainsi  chaque  racine , on  substitue  dans  le  po- 
lynôme, depuis  la  limite  inférieure  jusqu’à  la 
limite  supérieure  des  racines  positives , une 
suite  de  nombres  en  progression  par  différence, 
dont  l’intervalle  des  termes  soit  assez  petit 
pour  que  plusieurs  racines  ne  puissent  se  trou- 
ver entre  deux  termes  consécutifs  ; ceux  qui 
par  leur  substitution  donnent  des  résultats  de 
signes  contraires , comprennent  une  racine , et 
n’en  comprennent  qu’une  seule , puisque  si  le 
contraire  avait  lieu,  les  deux  nombres  subs- 
titués ne  seraient  point  deux  termes  successifs 
de  la  progression,  ce  qui  est  contre  l’hypothèse. 
Lorsque  chaque  racine  se  trouve  ainsi  placée 
entre  deux  nombres,  on  prend  une  moyenne 
arithmétique  entre  eux,  on  la  substitue  dans 
le  polynôme,  et  le  résultat  qui  est  de  signe  con- 
traire à l’une  ou  l’autre  des  deux  substitutions 
précédentes , donnera  deux  limites  plus  rap- 
prochées que  l’on  fera  servir,  comme  les  pré- 
cédentes, à en  avoir  deux  autres  plus  resserrées, 
et  ainsi  de  suite , jusqu’à  ce  qu’on  juge  avoir 
une  approximation  suffisante  : on  pourra  même 
apprécier  à chaque  opération  l’erreur  qu’on 
commet,  car  si  on  prend  pour  la  racine  ap- 
prochée l’une  des  deux  dernières  limites  em- 
ployées , l’erreur  sera  toujours  moindre  que 
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la  différence  qui  existe  entre  ces  deux  li- 
mites. 

X12.  Cette  méthode  est  exacte , mais  elle  a 
l’inconvénient  de  ne  pas  conduire  à une  ap- 
proximation très  - rapide.  M.  Lagrange  en  a 
proposé  une  autre  qui  réunit  à l’avantage  de 
pouvoir  donner  a chaque  opération  un  résultat 
plus  approchant  du  véritable,  celui  de  conduire 
à l’expression  exacte  des  racines  qui  corres- 
pondent aux  facteurs  rationnels  du  premier 
et  du  second  degré  que  le  polynôme  proposé 
peut  contenir  ; mais  sa  méthode , aussi  bien  que 
celle  que  nous  venons  d’exposer , exige  que 
l’intervalle  des  termes  successifs  de  la  progres- 
sion soit  assez  petit  pour  que  deux  de  ses  termes 
ne  puissent  comprendre  plusieurs  racines,  puis- 
que si  le  contraire  avait  lieu , on  pourrait  ne 
pas  s’apercevoir  dans  le  passage  d’un  résultat 
à l’autre,  de  l’existence  d’une  racine.  Or  deux 
quanti tésne  peuvent  comprendre  entreelles  plu- 
sieurs racines , à moins  que  la  différence  entre 
celles-ci  ne  soit  moindre  que  celle  qui  règne 
entre  les  deux  premières  quantités;  parconsé» 
quentsi  la  différence  de  ces  dernières  est  moin- 
dre que  la  plus  petite  différence  qui  existe  entre 
les  racines,  on  sera  sûr  de  ne  jamais  passer  par- 
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dessus  aucune  racine  sans  s’en  apercevoir  : mais 
comme  la  détermination  de  cette  quantité  et 
un  plus  grand  détail  sur  la  résolution  des  équa- 
, tions  nous  ferait  sortir  du  plan  que  nous  nous 
sommes  proposé , nous  renverrons  pour  l’un 
et  l’autre , ainsi  que  pour  tout  ce  qui  a rapr 
port  à la  théorie  des  fractions  continues , au 
Traite  de  la  Résolution  des  Équations  numé- 
riques de  M.  Lagrange , et  à la  seconde  édition 
de  la  Théorie  des  Nombres  de  M.  Legendre. 

Résolution  générale  des  Équations  du 
troisième  degré. 

11 3.  Parmi  les  différentes  méthodes  qui  sont 
connues  pour  résoudre  les  équations  du  troi- 
sième degré,  la  plus  simple  est  celle  qui  consiste 
à former  une  équation  complète  du  troisième 
degré  avec  une  équation  du  premier,  et  à l’iden- 
tifier avec  l’équation  générale  de  ce  degré. 

n4.  Pour  pouvoir  former  avec  une  équation 
du  premier  degré  une  équation  du  troisième , que 
l’on  puisse  comparer  avec  l’équation  générale 
de  ce  degré , il  faut  qu’il  y ait  dans  la  première 
autant  d’indéterminées  qu’il  y a d’équations  à 
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établir,  et  comme  l’équation  générale  du  troi- 
sième degré  peut  être  ramenée  à ne  contenir 
que  trois  coefficiens , il  làut  que  l’équation  du 
premier  contienne  un  pareil  nombre  d’indé- 
terminées. 

1.1 5.  Soit  donc  posée  l’équation 

x = a + b -f-  c. 

Si  on  fait  passer  c du  second  membre  dans 
le  premier,  et  qu’on  élève  ensuite  les  deux 
membres  au  cube,  on  aura 

( x — c )3  = a3  -f-  b3  -\-Zab  { a -f-  b } , 

et  comme  a-\-bz=x  — c,  on  aura 

(x  — c )3  = a3  -f-  b 3 3 ab  ( x—c  ). 

Si  on  fait  passer  tous  les  termes  du  second 
membre  dans  le  premier,  on  aura  une  équa- 
tion complète  du  troisième  degré,  qui  étant 
comparée  avec  l’équation  générale  de  ce  degré, 
servira  à trouver  quelles  sont  les  fonctions  des 
coefficiens  qu’il  faut  prendre  pour  a,  b,c,  afin 
de  satisfaire  à l’équation  dont  il  s’agit.  Mais 
l’expression  générale  des  racines  d’une  équa- 
tion du  troisième  degré  devant  nécessairement 
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se  simplifier  lorsque  l’on  y suppose  que  l’un 
fies  coefficiens  est  nul , puisque  les  termes  dans, 
lesquels  il  se  trouve , disparaissent , nous  sup- 
poserons que  l’équation  dont  il  s’agit  ait  un 
terme  de  moins , et  comme  la  transformation 
la  plus  simple  est  celle  qui  consiste  à faire  dis- 
paraître le  second  terme,  nous  nous  arrête- 
rons à l’équation  x3  -\-px  + q = o : d’ailleurs 
il  est  facile  de  voir , sans  qu’il  soit  même  né- 
cessaire d’effectuer  les  calculs , que  cette  hy- 
pothèse est  la  plus  simple;  car  si  on  voulait 
faire  disparaître  le  coefficient  de  l’avant-der- 
nier terme,  il  faudrait  résoudre  une  équation 
du  second  degré,  et  la  transformée  aurait  des 
coefficiens  qui  seraient  irrationnels , et  que  l’on 
serait  obligé  d’introduire  dans  Fexpression  des 
racines  de  l’équation  privée  de  l’avant-dernier 
' terme  : l’irrationnalité  provenant  de  cette  cause, 
disparaîtrait  à la  vérité  de  l’expression  des  ra- 
cines de  l’équation  complète,  à cause  des  ré- 
ductions qui  s’opéreraient , puisque  le  résultat 
final  doit  toujours  se  réduire  à celui  qu’on  aurait 
obtenu  si  on  avait  résolu  l’équation  complète 
immédiatement,  sans  faire  disparaître  aucun 
terme;  mais  par  ce  procédé  on  n’arriverait  au  ré- 
sultatfinal,  qu’après  de  longs  calculs,  tandis  qu’en 
faisant  disparaître  le  second  terme  , la  trans- 
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formée  se  trouve  avoir  des  coefficiens  ration- 
nels , qui , étant  substitués  dans  l’expression 
générale  des  racines  de  l’équation  du  troisième 
degré  privée  de  second  terme,  donne  l’expres- 
«ion  générale  des  racines  de  l’équation  com- 
plété, sans  aucun  au  tre  calcul  que  celui  quirésulte 
de  quelques  réductions  qui  s’offrent  d’elles- 
mêmes,  et  ajoutant  au  résultat  le  tiers  du  coef- 
ficient du  second  terme  pris  avec  un  signe  con- 
traire. 

116.  Si  dans  l’équation 

( x— ■ c )3  = a3  -f-  b3 -f*  3 ab  (x  — c) , 

on  fait  c = o,  on  aura  une  équation  qui  sera 
x3  =a3  -|-  b3  -f-  3 abx, 

et  dont  a-\-b  sera  une  racine.  Si  on  fait  passer 
tous  les  termes  dans  un  seul  membre , on  aura 
une  équation  qui  sera  x3 — 3 abx — a 3 — b3= o, 
et  que  l’on  pourra  identifier  avec  l’équation 

x3  -t-  px  + q = o , 

ce  qui  fournira  les  deux  équations 

Zab  — — p 
a?  + b3  = — q, 

la  seconde  de  ces  deux  équations  donne  la 


Digitized  by  Google 


174  MÉLANGES 

somme  des  cubes  des  deux  parties  dans  les- 
quelles une  des  racines  se  décompose;  de  la 
première  on  en  déduit 


c’est-à-dire,  le  produit  des  cubes  de  ces  deux 
mêmes  parties  : ainsi  les  cubes  de  chacune 
d’elles  sont  les  racines  d’une  équation  du  se- 
cond degré,  dont  le  coefficient  du  second 
terme  est  égal  à q , et  dont  le  dernier  terme 

est  égal  à — si  on  représente  cette  équa- 
tion par 

z'+qz-£  = o, 

on  aura  en  se  rappelant  que  l’une  des  valeurs 
de  z est  a 3 , et  que  l’autre  est  b3 , 


de  la  première  équation  on  tire 
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et  de  la  seconde, 

* = \/[—  -î  + \/(  4 

ainsi , puisque*  = a -f-  b,  on  aura 

* = '/l~3;+V(!4  + v)] 

+ i/0- S -VG -SB 

117.  Nous  ayons  supposé  dans  ce  qui  précède, 

f p3 

que  la  première  racine  de  l’équation  z'-\-qz — ~ 

= o,  était  a 5 , et  que  la  seconde  était  b3-,  mais 
quand  bien  même  la  première  serait  b3  et  la 
seconde  a3 , la  valeur  de  * serait  toujours  la 
même,  parce  que  les  quantités  a et  b entrant 
de  la  même  manière  dans  l’équation  * = a + b 
il  est  indifférent  de  prendre  a pour  b , ou  b 
pour  a. 

118.  Maintenant  que  nous  connaissons  l’ex- 
pression générale  des  racines  de  l’équation 

x3  -4-  px  + q = o, 

nous  allons  examiner  ce  qu’elle  offre  de  par- 


Digitized  by  Google 


I76  MÉLANGES 

ticulier.  La  première  chose  qui  se  présente , 
est  celle  qui  tient  à la  multiplicité  des  valeurs 
des  radicaux.  D’abord  nous  observerons  que 
cette  multiplicité  des  valeurs  de  la  formule  gé- 
nérale ne  peut  provenir  de  celle  des  valeurs 
des  radicaux  carrés , parce  qu’étant  pris  avec 
des  signes  contraires , les  deux  quantités  qui 
sont  soumises  aux  radicaux  cubiques  se  chan- 
gent l’une  dans  l’autre.  Quant  à la  multiplicité 
des  valeurs  qui  proviennent  des  radicaux 
cubiques,  nous  observerons  que  chacun  de 
ces  radicaux  ayant  trois  valeurs,  chaque 
valeur  du  premier  radical  peut  être  prise  avec 
chacune  des  valeurs  du  second,  ce  qui  fait 
neuf  valeurs  pour  x , tandis  qu’on  ne  doit  en 
trouver  que  trois.  Mais  de  ces  neuf  valeurs  , 
trois  seulement  se  rapportent  à l’équation 
x3  -j-  px  -f-  q = o , et  les  six  autres  lui  sont 
étrangères.  Examinons  à quoi  tient  cette  mul- 
tiplicité de  valeurs , quelles  sont  celles  qui  sont  . • 
étrangères  à notre  objet , et  quelles  sont  les 
circonstances  qui  les  ont  introduites.  Pour  cela 
nous  observerons  que  l’équation  que  l’on  ob- 
tient en  élevant  au  cube  l’égalité  ab  — — g 
peut  être  aussi  considérée  comme  provenant 
de  l’élévation  au  cube  des  deux  autres  équar 

tions 
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tions 

ab  — — ¥ et  ab  — — -ÿ» 

a étant  une  des  racines  cubiques  imaginaires 
de  l’unité  ; ainsi  les  valeurs  de  a -j-  b qui  ré- 
sultent de  la  combinaison  des  deux  équations 


a3  + b3  = — q 


ne  devant  point  se  rapporter  plutôt  à l’équa- 
tion 

x3  -f-  px  -4-  q =:  o 


qu’à  chacune  des  deux  suivantes, 


x3  + «px  + <7  = 0 
x3  + «’px  + <7  = 0, 

il  faut  qu’elles  se  rapportent  à toutes , puisque 
les  équations  à établir  pour  avoir  les  racines  de 
l’une , sont  les  mêmes  que  celles  qu’il  faudrait 
établir  pour  avoir  celles  qui  se  rapportent  à 
chacune  des  deux  autres  ; par  conséquent  les 
neuf  valeurs  obtenues  sont  les  racines  de  l’é- 
quation du  neuvième  degré,  qu’on  obtiendrait 
en  multipliant  entre  elles  les  trois  dernières 
équations.  On  peut  l’obtenir  plus  simplement, 

12 
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en  faisant  passer  l’avant-dernier  terme  de  l’une 
d’elles,  du  premier  membre  dans  le  second,  et 
élevant  chaque  membre  de  cette  dernière  équa- 
tion à la  troisième  puissance  ; car  les  racines 
de  chacune  des  trois  dernières  équations  sa- 
tisfaisant respectivement  à celles  qu’on  obtient 
en  faisant  passer  l’avant-dernier  terme  du  pre- 
mier membre  dans  le  second , satisferont  en- 
core à celles  qu’on  obtiendra  en  élevant  ces 
dernières  équations  au  cube , et  comme  le  cube 
de  l’une  quelconque  des  trois  donne 


( X3  + 9 )3  = — p3- r* , 


à cause  que  a.3  = 1 , il  en  résulte  que  les  ra- 
cines des  trois  équations 

aP-j-px-f-ç  = o,  x3-)-»  px-\-i 7 = o , ar’+ct’px-f  7 = o, 

satisfont  à l’équation  précédente,  et  qu’ainsi 
elle  est  identique  avec  celle  qui  résulterait  de 
la  multiplication  de  ces  trois  dernières. 

119.  Pour  avoir  les  trois  racines  qui  se  rap- 
portent à l’équation  xs  -f-  px  ■+■  q = o,  il  faut 
ajouter  ensemble  les  valeurs  de  a et  de  b , dont 
le  produit  est  réel,  puisqu’elles  doivent  satisfaire 
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à l’équation  ab— — Si  l’on  représente  une  des 

valeurs  du  premier  radical  par  m , les  deux  au- 
tres valeurs  seront  am  et  asm.  Si  l’onreprésente 
une  valeur  du  second  radical  par  n,  les  deux 
autres  seront  an  et  a‘n,  et  comme  on  peut  sup- 
poser d’ailleurs  que  les  quantités  metn  repré- 
sentent des  valeurs  de  a et  de  b dont  le  produit 
soit  réel,  les  trois  racines  de  l’équation  pro- 
posée seront  représentées  par 

m -f*  n 
« m -j-  a.*  n 
m -f-  ctn. 


si  l’on  substitue  pour  a et  a*  leurs  valeurs 

— 1 +[/—  5 et  — ] — y/—  5 
a à * 


les  trois  racines  seront  représentées  par 

m + n 


m -f-  n 
a 


+ 


V — 3 


m + n 
2 


3, 


et  comme  de  ces  trois  racines,  une  au  moieé 

12.. 
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est  réelle , nous  supposerons  que  les  quantités 
m et  n se  rapportent  à celle  - ci , ce  qu’on 
peut  toujours  supposer  , de  sorte  que  m ■+•  Tl 
sera  toujours  réel. 

120.  Reprenons  maintenant  la  formule  géné- 
rale des  racines  des  équations  du  troisième  de- 
gré, et  examinons  ce  qu’elle  offrede  particulier, 
lorsqu’on  donne  aux  coefficiens  certaines  va- 
leurs j cette  formule  est  donnée  par  l’équation 


X ~ 

Si  dans  cette  formule  on  suppose  que  4-  ~ 

soit  positif,  le  premier  radical  et  le  second  ont 
chacun  une  valeur  réelle,  ainsi  leur  somme 
qui  est  m -f-  n est  réelle , et  leur  différence 
qui  est  m — n est  aussi  réelle.  Ainsi  la  pre- 
mière racine  est  réelle , et  les  deux  autres  qui 
sont  comprises  dans  la  formule 


m -f-  n 
2 


V — 


sont  imaginaires  ; par  conséquent,  lorsque  la 
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quantité  qui  est  sous  le  radical  carré  est  posi- 
tive, une  seule  racine  est  réelle,  et  les  deux 
autres  sont  imaginaires. 

Si  ^ -t-  ^ = o , la  quantité  que  nous  avons 

désignée  par  m est  égale  à celle  que  nous  avons 
désignée  par  n,  m — n — o,  ainsi  dans  ce  cas 
les  trois  racines  sont  réelles  : l’une  d’elles  est 
égale  à am  et  les  deux  autres  sont  égales  et  de 
signes  contraires  à la  moitié  de  la  première , 
c’est-à-dire  à — m.. 

Si  ^ -f-  p—  est  négatif,  ce  qui  ne  peut  avoir 

lieu , à moins  que  p ne  soit  négatif,  puisque  ~ 

est  essentiellement  positif,  les  valeurs  de  m et- 
n sont  imaginaires , mais  leur  somme  est  réelle, 
puisque  toute  équation  de  degré  impair  a au 
moins  une  racine  réelle,  et  que  tes  quantités 
m et  n par  hypothèse,  sont  prises  parmi  les  va- 
leurs de  a et  de  b , qui  se  rapportent  à une  ra- 
cine réelle  de  l’équation  x3  -j-  px  •+•  q = o * 
quant  aux  deux  autres  racines,  il  faut,  avant  de 
rien  prononcer,  chercher  la  valeur  d em  — n: 
or  on  a 

^ m5  — n3  m3  —■  n 3 

m*  -f -mn  + n‘  ( m + « )* — mn  ’ 
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et  que  d’ailleurs  mn  = — | , on  trouvera , en 
représentant  m + n par  r que 


m — n = a 


_y<s+s)* 


r>  + 


ainsi  les  deux  autres  racines  qui  sont  repré- 
sentées par  la  formule 


m -f-  n m — n 


V — 3, 


seront  données  par  la  suivante 


,y-yy) 


a 

et  par  conséquent  exprimées  en  fonction  de  la 
première  racine  et  des  coefficiens  de  l’équation. 
Sous  cette  forme,  on  voit  que  dans  le  cas  que 
nous  considérons,  c’est-à-dire  dans  celui  où 

~ est  négatif,  les  trois  racines  sontréelles, 
4 27 


Digitized  by  Google 


T)’ ANALYSE.  l85 

et  que  si  au  contraire  — + p—  est  positif,  une 

• seule  racine  est  réelle,  et  les  deux  autres  sont 
imaginaires , ce  qu’on  savait  déjà. 

121.  Le  cas  que  nous  venons  de  considérera 
cela  de  particulier , que,  bien  que  chacune  des 
parties  dont  l’expression  générale  des  racines  se 
compose  soit  imaginaire,  néanmoins  leur  somme 
est  une  quantité  réelle , et  ce  qu’il  y a de  plus 
singulier , c’est  que  ce  cas  soit  précisément  ce- 
lui où  les  trois  racines  sont  réelles  et  inégales  ; 
c’est  aussi  à quoi  on  devait  s’attendre  d’après  la 
discussion  des  deux  premiers  cas  : car  en  vertu 
de  cette  discussion,  lorsque  la  quantité  qui  est 
soumise  au  radical  carré  est  positive , une  seule 
racine  est  réelle , et  les  deux  autres  sont  ima- 
ginaires , et  lorsque  cette  quantité  est  nulle , 
les  trois  racines  sont  réelles,  mais  non  pas 
inégales  ; ainsi  il  fallait  donc  que  le  cas  où  l’é- 
quation comporte  trois  racines  inégales,  ré- 
pondit à celui  où  la  quantité  qui  est  sous  le  ra- 
dical carré  est  une  quantité  négative.  Quant  au 
cas  où  les  trois  racines  seraient  égales , il  ne  doit 
pas  être  considéré  ici , parce  qu’une  équation 
dont  toutes  les  racines  sont  égales , ne  peut 
manquer  de  second  terme,  à moins  que  tous 
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les  suivans  ne  soient  nuis , ce  qui  réduirait 
l’équation  à son  premier  terme.  Il  restait  donc 
à démontrer  la  réciproque , c’est-à-dire , qu’une 
équation  du  troisième  degré  ne  peut  ad- 
mettre de  racines  imaginaires  lorsque  chacune 
des  parties  dont  se  compose  l’expression  gé- 
nérale des  racines , se  présente  sous  une  forme 
imaginaire  -,  c’est,  je  crois,  ce  que  nous  avons 
fait  de  la  manière  la  plus  simple.  Cependant 
on  pourrait  encore  desirer  de  voir  de  plus  près 
comment  il  se  fait  que  la  somme  des  deux  par- 
ties dont  se  compose  l’expression  des  racines, 
se  réduit  à une  quantité  réelle,  et  surtout  com- 
ment il  peut  se  faire  que  chacune  des  deux 
parties  dont  se  compose  l’expression  générale 
soient  des  quantités  imaginaires  de  l’espèce  de 
celles  qui  sont  fournies  par  des  équations  du 
second  degré. 

122.  On  peut  dans  quelques  cas  particu- 
liers , parvenir  à dégager  l’expression  des  ra- 
cines de  la  forme  imaginaire  sous  laquelle 
elles  paraissent  se  présenter  ; cela  a lieu  toutes 
les  fois  qu’on  peut  extraire  exactement  la  ra- 
cine cubique  de  la  quantité  qui  est  soumise  au 
premier  radical  cube,  car  cette  racine  cubique 
étant  composée  d’une  partie  réelle  et  d’une 
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partie  imaginaire , de  la  forme  de  celles  qui 
sont  données  par  des  équations  du  second  de- 
gré, il  faut  que  la  racine  cubique  de  la  se- 
conde quantité  ne  diffère  de  celle  de  la  première 
que  parle  signe  de  la  partie  imaginaire , ce  qui 
fait  que  la  somme  est  réelle. 

ia5.  Ce  qu’onpeut  faire  facilement  dans  quel- 
ques cas  particuliers,  les  géomètres  ont  cherché 
à le  faire  généralement,  c’est-à-dire,  qu’ils  ont 
cherché  à mettre  l’expression  générale  des  ra- 
cines, dans  le  cas  que  nous  considérons,  sous 
une  forme  algébrique  qui  soit  composée  d’un 
nombre  fini  de  termes,  et  qui  soit  entière- 
ment dégagée  de  toute  espèce  d’imaginaires. 
Malgré  leurs  efforts  ils  n’ont  pu  y parvenir, 
c’est  ce  qui  a fait  donner  à ce  cas  le  nom  de 
cas  irréductible  ; ainsi  on  désigne  sous  le  nom 
de  cas  irréductible  dans  les  équations  du  troi- 
sième degré,  celui  qui  a lieu  lorsque  chacune 
des  deux  parties  dont  l’expression  générale  des 
racines  se  compose,  est  une  quantité  imaginaire, 
ou , ce  qui  revient  au  même , lorsque  le  coeffi- 
cient de  l’avant-dernier  terme  est  négatif  et  que 
le  cube  du  tiers  de  ce  coefficient,  pris  abstrac- 
tion faite  du  signe , surpasse  le  carré  de  la  moitié 
du  coefficient  du  dernier  terme. 
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124.  Quoique  l’on  ne  puisse  réussir  à extraire 
exactement  dans  tous  les  cas  la  racine  cubique 
d’une  quantité  en  partie  réelle  et  en  partie  ima-  ' 
ginaire  de  la  forme  a + b \/  — 1 , cela  n’em- 
pêche point  que  cette  racine  ne  soit  de  la  même 
espèce  que  cette  quantité , c’est  - à - dire  de  la 
forme  m-+-  n \/ — i,  m et  n étant  réels,  c’est 
ce  qu’on  peut  démontrer  fort  simplement,  en 
faisant  voir  qu’il  est  toujours  possible  de  déter- 
miner pour  met  n des  quantités  réelles  propres 
à satisfaire  à l’équation 


a -+•  b V 1 “ — 3m.fi1  -+•  { 3 m*n  — n3  } ^ — i , 
car  le  second  membre  étant  le  cube  de 
m -h  n V ~~  1 > 

on  aura 

(a  - \-T>  \/  — i)T=:m-fnV/  — i, 

et  comme  elle  ne  peut  être  satisfaite  à moins 
que  la  partie  réelle  du  premier  membre  ne  soit 
égale  à la  partie  réelle  du  second , et  que  la 
partie  imaginaire  ne  soit  égale  de  part  et  d’au- 
tre , il  faut  qu’on  ait  séparément  les  deux  équa- 
tions 

■ m3  — 3 mn1  — a 
n3  — 3m1n  = — b , 
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et  qu’on  y satisfasse  en  quantités  réelles.  Réci- 
proquement, s’il  est  possible  d’y  satisfaire  en 
quantités  réelles , il  sera  démontré  que  la  racine 
cubique  de  a + b y/  — î est  de  la  forme 
m-j-nj/  — 1 : de  la  première  équation  on 
tire 


si  on  porte  cette  valeur  de  n%  dans  le  carré  de 

la  seconde  équation  qui  est 
* 

n%  { re1  — 3 ma  }a  = A* , 

on  aura , après  avoir  fait  disparaître  les  déno- 
minateurs , 

( m3  — a ) ( 8m3  — a )*  — ajb‘m3  — 0 , 

mais  cette  équation  étant  de  degré  impair , don- 
nera pour  m au  moins  une  valeur  réelle , et 
comme  on  tire  de  cette  même  équation 

m3  — a 9 m* 

3m  (8  m3  — a)2’ 

il  en  résulte,  à cause  que  le  second  membre  est 
positif,  que  n%  qui  est  égal  à ?->lg~ - , est  aussi 
positif,  et  par  suite,  que  la  valeur  de  n qui  cor- 
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respond  à la  valeur  réelle  de  m,  est  aussi  réelle; 
de  sorte  que  la  racine  cubique  d’une  quantité 
de  la  forme  a.  -f-  b \/  — • 1 est  de  la  forme 
m + n 1/  — i.  Quant  au  signe  de  n,  il  sera 
positif  si  la  quantité  b est  de  même  signe  que 
3m%  — n%  et  il  sera  négatif,  au  contraire,  si  ces 
deux  dernières  quantités  sont  de  signes  dififé- 
rens  ; c’est  ce  qui  résulte  de  l’équation 

3m*n  — n3  = b , 

<Ju , ce  qui  revient  au  même,  de  l’équation 

b 

n =x  . 

3 m%  — n* 

ia5.  Si  après  avoir  extrait  la  racine  cubique 
de  a -f-  b \/  — i , on  avait  à extraire  celle  de 
o — b i/  — î , il  est  clair  que  le  résultat  se- 
rait le  même , au  signe  près , de  la  partie  imagi- 
naire , car  le  cube  de  m-\-n  ÿ — î étant 
a + b \/  — î,  celui  de  m — n y/  — i sera 
a — b \/  — î ; ainsi  si  les  quantités  m et  n sont 
déterminées  en  grandeur  et  en  signe , de  ma- 
nière à avoir 

{a-f  & m + nV — ï » 

en  aura 

{c  — b {/  — — n ÿ — i } 
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ainsi  toute  expression  de  la  forme 

{ a -fi  V — — b ÿ — ij5, 

aura  une  des  valeurs  qui  sera  égale  à 

m -\~n  V — 1 + m — n — 1 , 

et  qui  par  conséquent  se  réduira  à une  quan- 
tité réelle  égale  à um. 

126.  De  ce  qui  vient  d’être  dit,  il  résulte  une 
manière  fort  simple  de  faire  voir  que  dans  le  cas 
irréductible  les  trois  racines  sont  réelles  ; car 
&\  {a b \/  — i}i  et  {a  — b v/—-  1 } ? dé- 
signent respectivement  les  deux  parties  qui 
composent  l’expression  générale  des  racines  de 
l’équation  du  troisième  degré , et  que  l’on  re- 
présente une  des  valeurs  de  {a -{-b  — 1}£ 

par  m -f-  n y/  — 1 , une  des  valeurs  de. . . 

{a — b y/  — 1 sera  représentée  par 

m — nV — 1,  si  on  désigne  m -f-  n y/ — 1 parjo 
et  m — n y/  — 1 par  q,'  une  des  racines  de  l’é- 
quation du  troisième  degré  sera  représentée 
par 

P + î = 2m> 

et  comme  les  deux  autres  seront  données  par 
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la  formule 


il  en  résulte , à cause  que  p -f-  q = 2 m et  que 
p — q =z27i[/ — 1,  que  les  deux  dernières  ra- 
cines seront  représentées  par — m db  n , et  que 
par  conséquent  les  trois  racines  seront  réelles. 

127.  La  première  démonstration  que  nous 
avons  donnée,  suppose  la  connaissance  des  quan- 
tités que  nous  avons  désignées  par  a et  b,  ou  des 
équations  à l’aide  desquelles  on  les  détermine  ; il 
ne  sera  peut-être  pas  inutile  de  montrer  de  quelle 
manière  on  peut  y parvenir  sans  y avoir  re- 
cours, et  comment  on  peut  faire  servir  ce  ré- 
sultat à trouver  l’expression  des  racines  de  l’é- 
quation du  troisième  degré,  que  nous  suppose- 
rons pour  plus  de  simplicité , privée  de  second 
terme.  Si  on  désigne  par  r la  racine  réelle  de 
l’équation  x3  +px-j-  q =0 , et  qu’on  la  divise 
par  x — r,  on  aura  pour  quotient 

x*  4* rx  + r*  + p > 
qui  a pour  racines 

— V/— H ipi  : 
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si  l’on  représente  r*  -f-  ~ p par  y,  on  aura 

'*==>■— I p. 

mais  de  l’équation 

r3  + pr  + q = o, 

on  en  déduit 

r>{  f +Py=  q>; 

si  dans  cette*  dernière  équation  on  substitue  au 
lieu  de  r*  sa  valeur  y — | p,  on  aura  une  nou- 
velle équation  que  l’on  pourra  mettre  sous  la 
forme 

y {y"  — zpy  + p*}  — ^p3  = 
de  laquelle  on  tirera 

y { y-pY * 

si  l’on  remplace  la  quantité  r*  -f-  ^ p qui  est 
sous  le  radical , par 
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ou , ce  qui  revient  au  même , par 


9*  + -4-  P* 
v 37 r 

(-+5)” 

les  deux  dernières  racines  seront  représentées, 
comme  plus  haut , par 

-+s 

par  conséquent,  si  ^ ^ est  positif,  une 

seule  racine  de  l’équation  proposée  est  réelle  , 
et  les  deux  autres  sont  imaginaires;  si  au 

contraire  ^ -f-  — est  négatif,  les  trois  racines 
«ont  réelles. 

Si  % -f-  — était  nul,  on  aurait 
y {y— pY—°, 

puisque 

y{y~pY=gi+prr 

or  l’équation 

y{y—p  Y — o, 
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ne  peut  être  satisfaite  , à moins  qu’on  ait y—o, 
ou  j — pz=o-  mais  lorsque  y = o , la  quan- 
tité qui  est  soumise  au  radical  étant  nulle,  et  la 
quantité  qui  le  divise  ne  l’étant  pas , les  trois 
racines  sont  réelles , et  les  deux  dernières  sont 
égales  et  de  signes  contraires  à la  moitié  de 
l’autre.  Si  y — p = o , la  quantité  qui  divise  le 
radical  étant  nulle  en  même  temps  que  ce  radi- 
cal , les  deux  dernières  racines  se  présentent 

sous  la  forme  — - =fc  ^ ce  qui  n’apprend  rien. 

Mais  si  on  remonte  à la  formule 


r ±\/-|{r‘+H 
T‘+% 

qui  donne  immédiatement  ces  deux  dernières 
racines , et  qu’on  remplace  p par  sa  valeur  tirée 

de  l’équation  y — p = o,  ou  r*  -f-  % = o,  on 
aura , à cause  que  r*  -f-  | p = — 3 r* , 


Ainsi  les  trois  racines  sont  r,  r et  — 2r , par 

conséquent  toutes  les  fois  que  ~ -f-  ^ sera  égal 

à zéro,  les  trois  racines  seront  réelles , et  par- 

i5 


t 
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mi  ces  racines,  deux  seront  égales  entre  elles 
et  de  signes  contraires  à la  moitié  de  la  troi- 
sième. 


128.  Si  on  désigne  la  première  des  deux  der- 
nières racines  par  a et  la  seconde  par  b , on 
aura 


•=-ï  + 


^ 2 


v/-3(5<) 

r*  + iP 

y/^KFI) 

r‘  + iP  » 


si  on  retranche  la  seconde  équation  de  la  pre- 
mière, on  aura 

2 J -Z 

-6=— + 


mais  de  l’équation  r-f-  « 4-  & = o , on  en  dé- 
duit r=  — a — b , et  comme  des  deux  équa- 
tions, a3+pa+q  — o,  b3-t-pb+ q=  o , 
retranchées  l’une  de  l’autre , on  en  obtient  une 
qui,  étant  divisée  par  a — b , donne 

il  en  résulte,  qu’en  substituant  pour  r et  p leur 
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valeur,  on  aura 


*.zJ -z\£+p±\ 

a-b  = - v *4^27/ 


2a“  -f-  5 ab  -|-  2 ba 


xg5 


faisant  disparaître  les  dénominateurs,  et  divi- 
sant par  a , on  aura , 


a*-b*  + \{a>b  -abn  = Z \/ + 

Or  si  l’on  fait  le  cube  de  a*  — a.ïïb  -,  ( a étant 
une  des  racines  cubiques  imaginaires  de  l’unité), 
on  trouve  qu’il  est  égal  à 

a3  — b3  -J-  3*  a*b  -f-  3x‘  ab * , 


ou  , ce  qui  revient  au  mêüie,  à 


a3  — b3  -f-  ^ ( a*b  — ab 1 ) — g ■— (a*6-4-o&*); 

ainsi  il  ne  manque  au  premier  membre  de  l’é- 
quation trouvée  ci-dessus , que 

3 V=*  , , 

( a‘b  -f - aô*  ) 

pour  en  faire  un  cube  parfait,  et  comme 

a'b  -f*  abt  zzs  aô  ( a -f-  b ) =3  — abr  = 

l3. . 
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il  en  résulte  que  si  au  second  membre  on  ajoute 

le  produit  de  q par  — > on  aura 

( «,  - «-4)’  = 3 \/=3(- 1 + y/f  + £); 
d’ou  l’on  tire 

3 • 

oa  — «*6  \/(-  f +\/ ^ = 3. 

Si  on  change  a en  b et  b en  a dans  l’équation 
a3  _ 63  + i (o.j  - ab')  = 3 
on  a,  après  avoir  changé  les  signes 

C3  _ 63  + |(a>6-ai’)==-3V/-3V^+^, 

ajoutant  cette  équation  à la  suivante 

— 3 y/—  3 (aa6  + ai1  ) = — 3 \/ — 3 . qr, 

et  extrayant  la  racine  cubique  du  résultat,  on 
aura 

s _ 

6«-*‘a=  V^sJ \~\—\/ (4 

Si  on  combine  cette  équation  avec  celle  qui 
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nous  a donné  la  valeur  de  aa.  — a*6,  on  trou- 
vera 

a — et  m <t*n 
b — «*m  -1 - a.  n\ 


si  on  ajoute  ces  deux  dernières  équations , on 
aura  à cause  que  aa  -f-  et  = — 1 , 

a b — — m — n , 

et  comme  r = — a — b,  on  aura 


r = m -J-  n = 


ce  qui  est  la  formule  connue. 


129.  On  peut  encore  démontrer  d’une  autre 
manière  que  nous  ne  l’avons  fait,  que  dans  le 
cas  irréductible  du  troisième  degré , les  trois 
racines  sont  réelles  ; en  effet , si  dans  l’équation 

x3  — px  q=  o ,on  substitue  r au  lieu 


de  x , on  en  aura  une  autre , qui , étant  divisée 
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q' 


mais  puisqu’on  a q-r<~,  il  faudra  qu’on  ait 
4 a7 

y/^Lp  < a;  si  donc  on  représente  y/^p-  par 

2<i> , ù)  sera  plus  petit  que  l’unité,  et  la  quan- 
tité r sera  donnée  par  l’équation 


r3  — 3r-f-  aa>  =o; 

si  pour  r on  y substitue  successivement  les 
nombres  — a , — 1 , o , 1 , a , les  signes  des 
résultats  qui  correspondent  à ces  substitutions 
seront,  lorsque  w sera  positif,  — , -J-,  — , 

+ , et  lorsque  «sera  négatif,  — , -f-,  — , — , 
-f-;  par  conséquent,  dans  le  cas  où  a est  néga- 
tif comme  dans  celui  où  il  est  positif,  il  y a 
trois  valeurs  de  r qui  satisfont  à l’équation 


et  par  suite  trois  valeurs  de  x qui  satisfont  à 
l’équation 

x3  — px  -f-  q — o. 

i3o.  Le  théorème  que  nous  venons  de  dé- 
montrer n’est  qu’un  cas  particulier  d’un  autre 
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m 

théorème  plus  général , et  qui  consiste  en  ce 
que  toute  équation  de  degré  impair  de  la  forme 

xm-\-px-}-q  = ot 

a toujours  trois  racines  réelles , et  m — 3 ima- 
ginaires , lorsque  -h  (^)  est  égal  ou 

plus  petitque  zéro,  et  qu’elle  ne  peut  avoir  qu’une 
seule  racine  réelle  lorsque  (—77)  -f-  est 

plus  grand  que  zéro. 

i3i.  Nous  observerons  d’abord  que  l’équa- 
tion dont  il  s’agit  ne  peut  avoir  plusieurs  ra- 
cines réelles,  à moins  que  p ne  soit  négatif, 
puisque  si  le  contraire  avait  lieu,  il  y aurait  au 
moins  une  quantité  réelle  positive  ou  négative 
qui  satisferait  à l’équation  mxm~l  -f-  p = o, 
qui  est  la  dérivée  de  la  proposée , ce  qui  n’a 
pas  lieu.  Lorsque  p est  négatif,  l’équation 
xm  -f- px  -f-ç=one  peut  admettre  plus  de  trois 
racines  réelles , puisque  si  cela  avait  lieu  ,1a  dé- 
rivée en  admettrait  plus  de  deux,  ce  qui  est  im- 
possible. 

i3a.  Si  dans  l’équation  xm  — px  -f-  q = o, 

m — 1 

on  fait  x — r on  aura  une  équation , qui , 
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étant  divisée  par  le  coefficient  de  la  plus  haute 
puissance  de  r , sera 

» Q 

rm  — mr  -] — o , 

/ 

p 

m 

et  comme  dans  le  cas  où 

(s^r- (£)-<•. 

on  a 

- — < m — 1. 

m — r 

tJi 

m V 77i 

on  pourra  représenter  le  dernier  terme  par 
(m — î )«,  où  étant  plus  petit  que  l’unité  : la  réa- 
lité des  trois  racines  de  l’équation  proposée  dé- 
pendra donc  de  l’existence  de  trois  racines 
réelles  dans  l’équation  r"1 — mr-\-  ( m — i )a>  =o. 
Si  dans  cette  équation  on  substitue  pour  r,  o 
et  i , les  signes  des  résultats,  lorsque  o>  est  po- 
sitif, sont  de  signes  contraires.  Ainsi  l’équation 
a une  racine  réelle  positive.  Si  on  la  divise  par 
le  facteur  qui  correspond  à cette  racine , on  aura 
une  équation  de  degré  pair,  dont  le  dernier 
terme  sera  négatif,  et  qui  par  conséquent  aura 
deux  racines  réelles,  l’une  positive  et  l’autre 
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négative;  ainsi  l’équation  précédente  a trois  ra- 
cines réelles , dont  deux  seulement  sont  posi- 
tives et  l’autre  négative.  Si  a>  est  négatif , la 
substitution  de  o et  de  — 1 donnant  des  résul- 
tats de  signes  contraires , l’équation  a une  ra- 
cine réelle  négative  comprise  entre  ces  deux 
nombres;  si  on  divise  l’équation  proposée  par 
le  facteur  qui  correspond  à cette  racine  né- 
gative , on  aura  une  équation  de  degré  pair , 
dont  le  dernier  terme  sera  négatif,  et  qui  par 
conséquent  aura  deux  racines  réelles,  l’une  po- 
sitive et  l’autre  négative  ; donc  la  proposée  aura 
dans  le  cas  de  œ négatif,  comme  dans  celui  de 
es  positif,  trois  racines  réelles. 

i33.  Il  reste  maintenant  à considérer  le  cas  où 

on  aurait  ( ~~ ) ~h  > o , ce  qui  revient 

à supposer  a>  plus  grand  que  l’unité  dans  l’équa- 
tion r"1  — mr  -f - (m  — 1 ) &>  :=  o.  Si  dans  cette 
équation  on  substitue  1 -f-  / au  lieu  de  r,  le  ré- 
sultat sera  positif  tant  que  /et  a>  seront  positifs  : 
ainsi  cette  équation  ne  peut  avoir  de  racines 
positives  ; de  plus  , elle  ne  peut  avoir  qu’une 
seule  racine  réelle  négative,  puisque  si  elle  en 
avait  plusieurs , elles  seraient  en  nombre  im- 
pair , et  l’équation  dérivée  en  aurait  aussi  plu- 
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sieurs,  ce  qui  est  impossible.  Si  «est  négatif, 
et  plus  grand  que  1 , elle  ne  peut  avoir  de  ra- 
cines négatives  , car  si  on  substitue  — 1 ou 
— 1 — «f,  le  résultat  sera  négatif,  et  comme  elle 
ne  peut  avoir  de  racines  positives  qu’en  nombre 
impair,  et  que  l’équation  dérivée  ne  peut  en 
avoir  plus  d’une , il  en  résulte  que  dans  ce  cas 
l’équation  n’a  qu’une  seule  racine  réelle  et  m — t 
imaginaires. 

Si  co  était  égal  à l’unité , l’équation 
rm — mr  + ( nt  — i ) « = o. 


aurait  trois  racines  réelles,  parmi  lesquelles,  deux 
seraient  égales  à db  1 , selon  que  leur  dernier 
terme  serait  positif  ou  négatif;  ainsi  dans  ce  cas , 
l’équation  proposée  a trois  racines  réelles , 


m 

dont  deux  sont  égales  à -f-  lorsque  le  der- 
nier terme  est  positif,  et  deux  sont  égales  à 

m 

— \Jm  l°rs<ïue  Ie  dernier  terme  est  négatif. 


i34.  Si  le  nombre  m est  pair,  l’équation 
~h  px  — b <7  = o 

aura  deux  racines  réelles,  et  ne  pourra  en  ad- 
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mettre  un  plus  grand  nombre  lorsque 

GH=t)"  '+(£)’ sera  = °u>o' 

et  elle  aura  toutes  ses  racines  imaginaires 
lorsque  la  même  quantité  sera  plus  petite  que 
zéro.  D’abord  l’équation  proposée  ne  pourra 
avoir  plus  de  deux  racines  réelles,  car  si  elle  en 
avait  un  plus  grand  nombre , l’équation  dérivée 
mxm~'  p =o  aurait  aussi  plusieurs  racines 
réelles , ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  ; de  plus  elle 
aura  deux  racines  réelles  lorsque  la  condition 
énoncée  sera  satisfaite  ; car  si  dans  l’équation 

m— i 

xm-{-px-\-q  — o,on  substitue  r v/£  au  lieu 
de  x , on  aura 

r™  -j-  mr  -J - = o 

m— i 

ou 

rm  -j-  mr+  ( m — i)a>  =o, 

et  selon  que  cette  dernière  équation  aura  deux 
racines  réelles  ou  qu’elle  n’en  aura  pas,  la  pro- 
posée en  aura  deux  ou  n’en  aura  point  ; or  il 
peut  arriver  que  dans  cette  équation  où  soit 
positif  ou  négatif;  si  a est  positif,  q est  positif, 
si  au  contraire  co  est  négatif,  q est  aussi  négatif 
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et  comme  toute  équation  de  degré  pair  dont  le 
dernier  terme  est  négatif,  a .toujours  deux  ra- 
cines réelles , il  en  résulte  que  la  proposée  a aussi 
deux  racines  réelles,  et  dans  ce  cas  la  condition 

(=^r +(£)■>•. 

est  satisfaite.  11  reste  donc  à considérer  l’autre 
cas,  c’est-à-dire  celui  où  a>  est  positif;  mais  ce 
cas  se  subdivise  lui-même  en  trois  autres  : le 
premier  est  celui  où  u>  serait  plus  petit  que 
Funité,  le  second  , celui  où  u>  serait  égal  à 
l’unité , le  troisième  , celui  où  a serait  plus 
grand  que  l’unité.  Considérons  le  cas  où  a est 
plus  petit  que  l’unité.  Si  dans  l’équation 
rm  -j-  mr-f-(  m — 1)  « = o , 

on  substitue  o et  — 1 , les  résultats  de  ces  deux 
substitutions  sont  de  signes  contraires  ; ainsi  il 
y a une  racine  réelle  de  comprise  entre  o et 
— 1 . Si  on  divise  l’équation 

rm  -f-  mr  -f-  ( m — i ) a = o 
par  le  facteur  simple  qui  correspond  à cette 
racine  réelle , cm  aura  une  équation  de  degré 
impair  dont  le  dernier  terme  sera  positif,  et 
qui  par  conséquent  aura  une  racine  réelle  né- 
gative ; donc  la  proposée  aura  deux  racines 
réelles  et  m — < a imaginaires.' 
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Si  û>  = i , — 1 satisfera  à l’équation 

r"  + mr  + (m*-  i ) « = o, 

et  comme  l’équation  dérivée  rm“1  + 1 = o est 
aussi  satisfaite  lorsque  pour  r on  substitue  — i , 
il  en  résulte  que  l’équation  proposée  a deux  ra- 
cines réelles  égales  et  m — 2 racines  imagi- 
naires. 

Si  cû  est  plus  grand  que  l’unité , l’équation 
ne  pourra  avoir  aucune  racine  réelle,  car  si  on 
substitue  — 1,  le  résultat  sera  positif,  et  si  on 
substitue  — 1 — «f , le  résultat  sera  encore  po- 
sitif lorsque  S sera  positif,  ainsi  l’équation 

r"1  + mr  -f-  (m  — i)«  = o, 

ne  pourra  avoir  de  racine  négative  plus  grande 
que  — 1 , elle  ne  pourra  non  plus  en  avoir  de 
comprise  entre  o et  — 1 , car  si  cela  avait  lieu 
il  faudrait,  à cause  que  les  racines  seraient  en 
nombre  pair  , que  l’équation  dérivée 

rm-i  1 — 0 

ait  au  moins  une  racine  réelle  négative  com- 
prise entre  o et  — 1 , ce  qui  n’est  pas  , et 
comme  l’équation  r^-f-  mr  -\-(m  — 1)  co=o 
dans  le  casque  nous  considérons,  ne  peut  avoir 
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de  racines  positives , il  en  résulte  que  toutes 
les  racines  sont  imaginaires , par  conséquent 
toute  équation  de  degré  pair  ne  peut  avoir  de 
racines  réelles  lorsqu’on  a 

GdbO“+ (£)‘<* 

i35.  Il  sera  facile  de  déduire  des  articles  pré- 
cédens,  que  les  équations  d’un  degré  impair  de 
la  forme  xm  + pxm~l  -f-  q — o,  ne  peuvent 
avoir  plus  de  trois  racines  réelles,  et  que  les 
équations  d’un  degré  pair  de  la  même  forme  ne 
peuvent  en  avoir  plus  de  deux.  Il  sera  égale- 
ment facile  d’en  déduire  les  caractères  auxquels 
on  reconnaîtra  qu’une  équation  d’un  degré  im- 
pair de  la  forme  précédente  aura  une  ou  trois 
racines  réelles  et  de  trouver  dans  quel  cas  une 
équation  d’un  degré  pair  de  la  même  forme  aura 
deux  racines  réelles  ou  toutes  ses  racines-  ima- 
ginaires; pour  cela  il  suffira  de  transformer 
l’équation  proposée  en  une  autre  dont  les  ra- 
cines soient  les  réciproques  de  la  première  , 
car  cette  transformation  fera  rentrer  les  équa- 
tions dont  il  s’agit  dans  celles  que  nous  avons 
considérées , et  il  ne  s’agira  plus  que  d’appli- 
quer sur  celles-ci  ce  que  nous  avons  dit  sur  les 
premières. 
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1 36.  Les  démonstrations  que  nous  avons  don- 
nées précédemment  touchant  la  réalité  des  trois 
racines  dans  les  équations  du  troisième  degré, 
lorsqu’elles  se  trouvent  dans  le  cas  irréductible, 
ne  laissent  rien  à desirer,  tant  pour  la  rigueur 
que  pour  la  simplicité;  cependant  comme  la 
Géométrie  fournit  un  moyen  simple  et  élégant 
d’arriver  aux  mêmes  conséquences , et  qui  n’a 
pas  encore  été  remarqué , nous  allons  y joindre 
la  démonstration  suivante  : elle  paraîtra  d’autant 
moins  déplacée , qu’elle  nous  offrira  les  moyens 
de  démontrer  de  la  manière  la  plus  simple , 
un  théorème  semblable  pour  les  équations  d’un 
degré  quelconque  , lorsqu’elles  manquent  de 
tous  les  termes  intermédiaires  entre  le  pre- 
mier et  l’avant  - dernier , et  qui  comprendra 
comme  cas  particulier  celui  qui  nous  occupe. 

137.  Traçons  sur  un  plan  une  droite  AB,  fig.  5, 
prenons  sur  cette  droite  un  point  à partir  du- 
quel nous  compterons  les  distances  de  chacun 
des  autres  points  de  cette  droite.  Si  on  conçoit 
une  courbe  qui  ait  pour  équation  y ==  x3 , il 
est  clair  qu’elle  passera  par  le  point  A , ori- 
gine des  coordonnées,  puisque  quand*  =0, 
on  a y — o ; si  ensuite  on  fait  croître  * tant 
du  côté  des  abscisses  positives  que  du  côté  des 


Digitized  by  Googl 


208  mélanges 

abscisses  négatives,  les  valeurs  de  y croîtront 
aussi , et  comme  les  valeurs  de  x qui  ne  dif- 
fèrent que  par  le  signe , donnent  des  valeurs 
de  y qui  ne  différent  aussi  que  par  le  Signe,  il 
en  résulte  que  la  courbe  se  compose  de  deux 
parties  parfaitement  symétriques , l’une  située 
au-dessus  de  l’axe  et  du  côté  des  abscisses  po- 
sitives , et  l’autre  située  au-dessous  et  du  côté 
des  abscisses  négatives.  Cela  posé , si  on  veut 
considérer  le  cours  de  la  courbe  en-deçà  et 
en-delà  du  point  dont  l’abscisse  est  x,  on 
substituera  au  lieu  de  x dans  l’équa- 

tion de  la  courbe , et  on  aura  pour  l’accrois- 
sement de  l’ordonnée , 5x%  h + oxh*  -+•  h3 , et 
comme  le  premier  terme  5 x*h  exprime  les 
accroissemens  des  ordonnées  d’une  droite  me- 
née par  le  point  de  la  courbe  dont  les  coor- 
données sont  x et  y , et  qui  fait  avec  l’axe  des 
abscisses  un  angle  dont  la  tangente  trigono- 
métrique  est  égale  à 3x*,  il  en  résulte  que  si 
par  un  point  de  la  courbe  dont  l’abscisse  est 
x,  on  mène  une  droite  qui  fasse  avec  la  ligne 
AB , un  angle  dont  la  tangente  trigonométrique 
soit  égale  à 5x* , tous  les  points  de  cette  courbe 
qui  correspondent  à des  abscisses  positives  se- 
ront situés  au-dessus  de  cette  droite,  puisque 
la  différence  des  ordonnées  de  la  courbe  aux 

coordonnées 
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coordonnées  de  la  droite , est  égale  à 5xh*~j- h3 , 
et  que  cette  quantité  est  toujours  positive  tant 
que  3x  -f-  h est  positif,  ce  qui  a toujours  lieu 
quel  que  soit  le  signe  de  h pour  toutes  les  va- 
leurs positives  de  x , par  conséquent  la  droite 
est  tangente  à la  branche  supérieure  et  ooupe 
la  branche  inférieure  lorsque  3x  k = o , 
c’est-à-dire,  à une  distance  de  l’origine  égale 
à — 2x.  Si  on  considère  les  points  de  la  courbe 
qui  correspondent  à des  abscisses  négatives  , 
et  que  parle  point  dont  l’abscisse  est  — x , on 
mène  une  droite  qui  fasse  avec  l’axe  des  abs- 
cisses un  angle  dont  la  tangente  trigonomé— 
trique  soit  égale  à 3x%,  on  verra,  i°.  que  cette 
droite  laissera  tous  les  points  de  la  branche 
inférieure  du  même  côté,  et  par  suite  qu’elle 
sera  tangente  à la  courbe  ; a°.  qu’elle  coupera 
la  branche  supérieure  en  un  point  dont  l’abs- 
cisse est  2X;  3*.  que  les  tangentes  qui  cor- 
respondent à des  abscisses  qui  ne  différent 
que  par  le  signe , sont  parallèles  ; 4°.  que 
toutes  les  lignes  qui  leur  seront  menées  paral- 
lèlement et  extérieurement , ne  pourront  cou- 
per la  courbe  qu’en  un  seul  point,  et  qu’enfin 
toute  droite  qui  leur  sera  menée  parallèlement 
et  qui  sera  placée  entr’elles,  coupera  la  courbe 
en  trois  points , dont  deux  seront  sur  la 
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branche  supérieure  et  un  sur  la  branche  infé- 
rieure , si  la  droite  coupe  l’axe  des  x du  côté 
des  abscisses  positives  , et  dont  un  seul  sera 
sur  la  branche  supérieure  et  deux  sur  la  branche 
inférieure , si  cette  droite  coupe  l’axe  du  côté 
des  abscisses  négatives. 

Si  on  cherche  la  distance  de  l’origine  au 
point  où  une  tangente  à la  courbe  coupe  l’axe , 
on  aura 

AT  — AP  — PT , 


mais  AP  = x,  d’ailleurs 


PT  = 


PM 

tang  PTM* 


ainsi  on  aura,  à cause  que  PM=  x3  et  que  tang 
PTM=5jc% 


par  conséquent 


Cela  posé,  si  on  construit  la  droite  dont  l’é- 
quation est  y — — px  — q , elle  coupera  l’axe 


des  x à une  distance  de  l’origine  égale  à 


si  on  mène  une  tangente  à la  courbe  qui  soit 
parallèle  à cette  droite,  il  faudra  qu’on  ait 


3 = — p „ 
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et  par  suite, 

* = v/"3« 

ce  qui  montre  que  cela  n’est  possible  qu’au- 
tant  que  p sera  négatif.  Si  on  porte  cette  va- 
leur dans  l’expression  de  AT  qui  est  ^ , on 
aura  | ^ et  selon  que  q-  sera  plus  pe- 
tit ou  plus  grand  que  | | la  droite  dont 

l’équation  est  y= — px  — q,  coupera  la  courbe 
en  trois  points  ou  bien  en  un  seul  ; mais  aux 
points  d’intersection  de  la  droite  et  de  la  courbe 
les  y sont  les  mêmes,  ainsi  on  aura 

x3  = — - px  — <7 , 

ou 

x3+px  + ç = o; 


par  conséquent  les  abscisses  qui  correspondent 
aux  points  d’intersection,  sont  des  racines  de 
cette  équation,  et  comme  les  intersections  sont 
au  nombre  de  trois  lorsqu’on  a 


ou 


£ + p!< 

4 W 


il  en  résulte  que  les  trois  racines  sont  réelles 

i4.. 
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lorsqu’on  a 


£ +£< 

4 + 27  ^ 


lorsqu’au  contraire  on  a 


il  n’y  a qu’un  seul  point  d’intersection  ; ainsi 
lorsque  p est  négatif  et  que  ^ -4-  est  plus 
grand  que  zéro , une  seule  racine  est  réelle. 
Si  p était  positif,  la  droite  dont  l’équation  est 
y = — px  — q ne  pourrait  être  parallèle  à 
aucune  tangente  à la  courbe , et  ne  pourrait 
la  couper  qu’en  un  seul  point  ; ainsi , que  p soit 
positif  ou  négatif,  l’équation  x3  + px  -f-  q=o 
ne  peut  avoir  qu’une  seule  racine  réelle. 

Si  la  droite  dont  l’équation  esty= — px — q 
touchait  la  courbe , il  faudrait  regarder  cette 
droite  comme  la  coupant  en  deux  points  in- 
finiment près,  ce  qui  ferait  qu’il  y aurait  dans 
l’équation  proposée  deux  racines  égales  et  de 
signes  contraires  à la  moitié  de  la  troisième , 
puisque  le  point  d’intersection  de  la  tangente 
avec  la  branche  inférieure  correspond  toujours 
à une  abscisse  double  et  de  signe  contraire  à 
celle  du  point  de  tangence  ; par  conséquent 
lorsque 
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ou , ce  qui  revient  au  même , lorsque 


4 + 27 


= ® > 


les  trois  racines  sont  encore  réelles,  mais  deux 
sont  égales  entr’elles  et  de  signe  contraire  à la 
moitié  de  la  troisième. 


i38.  Les  considérations  géométriques  dont 
nous  venons  de  faire  usage , vont  nous  servir  à 
démontrer , x°.  que  toute  équation  de  degré 
impair  de  la  forme  px  + 5=0,  a toujours 
trois  racines  réelles,  et  m — 3 racinesimaginaires 

|or3que(  ^ est  une  quantité 


négative  et  nulle , ou  qu’elle  n’en  a qu’une  seule 
de  réelle , et  par  conséquent  m — 1 racines  ima- 
ginaires lorsque  cette  même  quantité  est  positive  j 
20.  que  toute  équation  de  degré  pair  de  la 
même  forme  que  la  précédente,  a toujours 
deux  racines  réelles  et  m — 2 racines  imagi- 


naires, lorsque  ( -f-  est  nul  ou 


positif,  et  qu’elle  ne  peut  en  avoir  de  réelles 
lorsque  cette  même  quantité  est  négative. 


i5g.  Pour  démontrer  la  première  partie  , 
construisons  une  courbe  dont  l’équation  soit 
y = xm  y si  dans  cette  équation  on  fait  x =0., 
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on  a y = o , ainsi  la  courbe  passe  par  l’ori- 
gine  des  coordonnées , et  comme  aux  valeurs 
de  x qui  sont  égales  et  de  signes  contraires , 
correspondent  des  valeurs  de  y qui  ne  diffèrent 
que  par  le  signe , il  en  résulte  que  la  courbe 
a deux  branches  situées  l’une  au-dessus  de 
l’axe  et  l’autre  au-dessous,  et  qui  s’étendent 
indéfiniment,  l’une  du  côté  des  abscisses  posi- 
tives , et  l’autre  du  côté  des  abscisses  néga- 
tives. Si  l’on  veut  considérer  les  ordonnées  de 
cette  courbe  qui  suivent  et  qui  précèdent  im- 
médiatement celle  qui  correspond  à l’abscisse 
x , il  faut  substituer  x -f-  i au  lieu  de  x , et 
comme  le  résultat  de  cette  substitution  est 

x*  + mxm~l  i -f-  — ' m ^ — xm-a  ia+  etc. , 

on  voit  que  l’ordonnée  qui  correspond  à l’abscisse 
x+i,  se  compose  de  l’ordonnée  qui  correspond 
à l’abscisse  xct  d’une  suite  de  termes  affectés  des 
puissances  successives  de  i;  mais  le  premier  de 
ces  termes  étant  proportionnel  à l’accroissement 
i,il  en  résulte  que  la  somme  des  deux  premiers 
termes  représente  les  ordonnées  d’une  droite 
menée  par  le  point  de  la  courbe  dont  l’abcisse  est 
3C,et  sous  un  angle  dont  la  tangente  trigonomé- 
trique  est  mxm~' , et  comme  pour  toutes  les 
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valeurs  positives  de  i les  ordonnées  de  la  courbe 
sont  plus  grandes  que  les  ordonnées  de  la  droite, 
et  que  d’ailleurs  on  peut  prendre  i assez  petit 
pour  que  la  somme  des  termes  qui  suivent  les 
deux  premiers  termes  du  développement  de 
( x — • i )*  soit  de  même  signe  que  le  troisième 
terme  qui  estpositif;  il  s’ensuit  que  les  ordonnées 
de  la  courbe  qui  suivent  et  qui  précèdent  im- 
médiatement celle  du  point  que  l’on  considère, 
sont  plus  grandes  que  les  ordonnées  corres- 
pondantes de  la  droite,  quel  que  soit  d’ailleurs 
le  point  de  la  courbe  que  l’on  considère; 
par  conséquent  la  droite  est  tangente  et  la 
convexité  de  cette  courbe  est  tournée  du  côté 
de  l’axe  des  abscisses.  Pour  avoir  la  distance  AT 
de  l’origine  au  point  où  cette  tangente  coupe 
l’axe,  il  faudra  de  AP  = x retrancher  PT  qui 

est  égal  a tangP^M  ou  a - ; par  conséquent 
AT  = m — x.  Si  on  construit  la  droite  dont 

m 

l’équation  est  y = — px  — q>  on  verra  qu’elle 
coupera  la  courbe  en  un  seul  point  lorsque p sera 
positif,  et  qu’elle  ne  pourra  jamais  la  couper  en 
unplus  grand  nombre;  par  conséquent  il  y aura 
toujours  dans  ce  cas  une  valeur  de  x qui  don- 
nera xm  = — px  — q , ou  xn  + px  -j-  q — o , 
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et  comme  il  ne  pourra  y en  avoir  qu’une , il 
en  résulte  que  si  p est  positif,  l’équation  . . 
xm  -f- px  -f-  q = o ne  pourra  avoir  qu’une  seule 
racine  réelle,  et  que  les  deux  autres  seront  ima- 
ginaires. Si  on  cherche  les  points  de  la  courbe 
pour  lesquels  les  tangentes  sont  parallèles  à la 
droite  dont  l’équation  est  y — — px  — q,  il 
faudra  qu’on  ait  pour  ces  points  mxmri  = — py 
et  par  suite , 


m— t 


ce  qui  montre  qu’on  ne  peut  mener  aucune  tan- 
gente parallèle  à la  droite  dont  l’équation  est 
y — — px  — q lorsque  p est  positif,  et  qu’on 
peut  toujours  en  mener  deux  lorsque  p est  né- 
gatif. Si  la  droite  dont  l’équation  est y=  — px — q 
est  comprise  entre  les  deux  tangentes  qui  lui 
sont  menées  parallèlement,  ily  aura  trois  points 
d intersection , et  si  au  contraire  elle  est  ex- 
térieure à ces  deux  tangentes , il  n’y  en  aura 
qu’un  seul  : or , dans  le  premier  cas  la  dis- 
tance de  l’origine  au  point  où  la  droite  coupe 
l’axe , est  plus  petite,  abstraction  faite  du  signe, 
que  la  distance  de  la  même  origine  au  point  où 
l’une  ou  l’autre  des  tangentes  coupent  ce  même 
axe  j dans  le  second  cas , au  contraire,  cette  dis- 


Digitized 


d’analyse. 


21 7 

tance  est  toujours  plus  grande  lorsqu’on  n’a  pas 
égard  au  signe,  et  comme  la  distance  de  l’origine 
au  point  où  la  droite  proposée  coupe  l’axe,  est 

égale  à 2 lorsque  p est  négatif,  et  que  celle  de 

l’origine  au  point  où  une  des  tangentes  me- 
nées parallèlement  à cette  droite  coupe  le  même 

m — t 

axe , est  égale  à m ~ 1 il  en  résulte  que 
la  courbe  sera  coupée  en  trois  points  ou  en  un 
seul , selon  que  ^ sera  plus  petit  ou  plus  grand 

m — î 

que  —r  irV£  ; par  conséquent  il  y aura  trois 
valeurs  de  x qui  donneront 

xm  = px  — q,  ou  xm  — px  q =.  o, 

m— .t 

lorsque  ^ sera  < que  m-~--  \J^  ou , ce  qui 
revient  au  même , lorsqu’on  aura 

(^r r-  ©*  < - 

et  au  contraire  il  n’y  en  aura  qu’une  seule  lors- 
que la  même  quantité  sera  plus  grande  que 
zéro;  ainsi  une  équation  d’un  degré  impair 
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de  Ja  forme  xm  H-  px  + q = o aura  trois  ra- 
cines réelles,  lorsqu’en  prenant  les  coefficiens 
p et  q avec  leurs  signes  , on  aura 

G^r+©"<°. 

et  l’équation  n’aura  qu’une  seule  racine  réelle , 
lorsque  les  coefficiens  p et  q étant  pris  avec 
leur  signes , on  aura 

g^t+  ©■  > »■ 

i4o.  Considérons  maintenant  le  second  cas, 
c’est-à-dire  celui  de  m pair.  Si  on  construit  la 
courbe  dont  l’équation  esty  = XH,  fîg-6,  on 
verra  qu’elle  passe  par  l’origine  des  coordon- 
nées , puisque  y — o lorsque  x = o , et 
comme  à toutes  les  valeurs  positives  ou  né- 
gatives de  x correspondent  des  valeurs  po- 
sitives de  y , il  en  résulte  que  la  courbe  s’é- 
tend indéfiniment  dans  le  sens  des  ordonnées 
positives,  tant  du  côté  des  abscisses  positives 
que  du  côté  des  abscisses  négatives , et  qu’elle 
est  placée  symétriquement  par  rapport  à l’axe 
des  ordonnées , puisque  pour  des  valeurs  de  x 
égales  et  de  signes  contraires , les  valeurs  de 
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y 'sont  les  mêmes.  Cela  posé , si  par  un  point 
delà  courbe  dont  l’abscisse  est#,  on  mène  une 
tangente  à cette  courbe , elle  fera  avec  l’axe  des 
x un  angle  dont  la  tangente  trigonométrique 
sera  égale  à mxm~l,e t elle  coupera  cet  axe  à une 

distance  de  l’origine  qui  sera  égale  à — x ; 

si  l’on  cherche  quels  sont  les  points  de  la  courbe 
pour  lesquels  les  tangentes  sont  parallèles  à la 
droite  dont  l’équation  est  y =3  — px  — q,  il 
faudra  qu’on  ait  = — p , et  par  suite 

m—  1 

x = \J  — par  conséquent  il  existe  toujours 

un  point  sur  la  courbe  pour  lequel  la  tangente 
est  parallèle  à la  droite  proposée  : si  on  cherche 
la  distance  AT'  de  l’origine  au  point  où  la  tan- 
gente coupe  l’axe  des  y,  on  aura 

AT'  = AP' — T'P', 

mais 

T'P'  = FM  tang  P'MT'  = mx”, 


d’ailleurs  AP'=  x n,  ainsi 


AT'=(ra—  »)** 


m — 1 


P 

îa 


m 


220  MÉLANGES 

Or  il  est  facile  de  se  convaincre , et  l’inspec- 
tion seule  de  la  figure  suffira  pour  le  faire  voir, 
que  la  courbe  est  située  toute  entière  au-des- 
sus de  la  tangente,  et  que  la  droite  proposée 
coupera  la  courbe  en  deux  points,  lorsqu’elle 
Coupera  l’axe  des  ordonnées  à une  distance  de 
l’origine  plus  grande  que  Aï7,  et  qu’au  contraire 
elle  ne  pourra  la  couper  en  aucun  point  lors- 
que cette  même  distance  sera  moindre  que  AT', 
les  distances  étant  prises  avec  leurs  signes;  or 
la  distance  de  l’origine  au  point  où  la  droitedont 
l’équation  estj-  = — px — q,  coupe  l’axe  des  y, 
est  égale  à — q-,  ainsi,  selon  que — q sera  >ou 

mr-t 

< que  P \J ~~  courbe  sera  coupée 

en  deux  points  ou  ne  le  sera  point  du  tout , 
par  conséquent  l’équation  xn  -f-  px  -f-  q = o 
aura  deux  racines  réelles  lorsqu’on  aura 


m— ! 


ou , ce  qui  revient  au  même , lorsqu’on  aura 

(0-(^r>- 

et  l’équation  n’aura  qu’une  racine  réelle  lors- 
que la  même  quantité  sera  plus  petite  que  zéro. 
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Si  — (~r;)  était  égal  à zéro,  les  deux 
points  d’intersection  se  réuniraient,  et  l’équa- 
tion aurait  deux  racines  égales. 

i4i.  La  forme  sous  laquelle  se  présente  l’ex- 
pression générale  des  racines  dans  une  équation 
du  troisième  degré  qui  tombe  dans  le  cas 
irréductible  , ne  permet  point  qu’on  puisse  la 
faire  servir  à trouver  la  valeur  numérique  de 
ces  racines,  parce  que  chacune  des  parties  dont 
elle  se  compose , se  présente  sous  une  forme 
imaginaire  qui  ne  parait  se  prêter  à aucune 
transformation  propre  à obtenir  une  expression 
qui  soit  entièrement  dégagée  d’imaginaires.  La 
raison  pour  laquelle  chacune  des  deux  parties 
dont  nous  venons  de  parler  se  présente  sous 
une  forme  imaginaire,  tient  à ce  qu’on  a voulu, 
par  le  procédé  qu’on  a suivi  pour  résoudre  l’é- 
quation, que  chaque  racine  soit  composée  de 
deux  parties  dont  la  somme  des  cubes  et  le  pro- 
duit des  cubes  soient  respectivement  égaux  à 
des  nombres  donnés;  mais  comme  cela  est  im- 
possible lorsque  le  coefficient  de  l’avant-dernier 
terme  est  négatif,  et  que  le  cube  du  tiers  de  ce 
coefficient  est  plus  grand  que  le  carré  de  la 
moitié  du  dernier  terme  , il  a bien  fallu  que 
l’Algèbre  manifestât  cette  impossibilité,  en  pré- 
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sentant  chacune  des  parties  dont  il  s’agit  sous 
une  forme  imaginaire  ; cependant,  comme  les 
diffërens  procédés  de  résolution  qu’on  a em- 
ployés ont  toujours  conduit  aux  mêmes  for- 
mules , on  ne  sait  pas  si  lorsque  les  trois  ra- 
cines sont  réelles,  la  détermination  des  racines 
sous  une  forme  finie  algébrique  et  débarrassée 
de  toute  espèce  d’imaginaires  , est  possible. 
C’est  dans  l’impossibilité  où  l’on  se  trouve 
actuellement  de  les  présenter  sous  cette  forme, 
qu’on  a donné  à ce  cas,  ainsi  que  nous  l’avons 
déjà  dit , le  nom  de  cas  irréductible. 

i4a.  Malgré  l’impossibilité  où  l’on  est  de 
pouvoir  obtenir  sous  une  forme  finie  et  algé- 
brique, l’expression  rigoureuse  des  racines 

lorsque  ~ -f-  ^ est  négatif,  cela  n’empêche 

point  qu’on  ne  puisse  faire  servir  l’expression 
connue  des  racines,  même  dans  le  cas  que 
nous  considérons, à trouver  les  racines  appro- 
chées de  l’équation  proposée.  En  effet,  si  on  re- 

1 

présente  la  quantité  a par  { m -f- n \é  — 1 } 3la 

V 

quantité  b le  sera  par  \m  — n y/  — 1 } »,  mais 

lesdéveloppemensde  { m-\-n  >/  — i J 1 etde 
1 

{ m — n \é — î } â ne  différant  xjue  par  les 
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signes  des  termes  affectés  des  puissances  im- 
paires de  \/ — 1,  il  en  résulte  que  si  on  les  ajoute, 
tous  les  termes  affectés  de  y/  — 1 s’en  iront , 
et  qu’il  ne  restera  qu’une  suite  de  termes  réels; 
ainsi  la  somme  des  deux  séries  est  réelle  : si 
au  lieu  d’ajouter  les  deux  développemens  on 
retranche  le  second  du  premier,  tous  les  termes 
réels  disparaîtront,  et  il  ne  restera  que  des 
termes  multipliés  par  y/  — 1 , par  conséquent 
a — b sera  le  produit  d’une  quantité  réelle  par 
y/  — 1 . Si  les  séries  sont  convergentes , leur 
somme  et  leur  différence  convergeront  res- 
pectivement vers  les  valeurs  de  a -f-  b et  de 
a — b ; de  sorte  qu’en  les  substituant  pour 
a b et  a — b dans  les  formules 


a -j-  b 


a -4-  b 

2 


1/—1 


a -f-  b 
a 


*, 


on  aura  des  quantités  qui  s’éloigneront  d’au- 
tant moins  des  véritables  valeurs  des  racines , 
que  celles  qu’on  aura  substituées  pour  a -f-  b 
et  a — b approcheront  plus  de  l’exactitude> 
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i43.  De  ce  qui  vient  d’être  dit , il  semblerait 
qu’on  pourrait  conclure  que  dans  le  cas  irré- 
ductible, les  trois  racines  sont  réelles,  mais 
cette  conséquence  serait  tout  à fait  illusoire 
si  on  n’avait  pas  d’autres  moyens  d’en  constater 
l’exactitude;  car  bien  que  la  somme  des  termes 
de  l’une  et  de  l’autre  suite  soit  réelle,  quelque  loin 
que  l’on  pousse  le  développement  de  chacune 
des  fonctions  représentées  par  a et  Z>;  ilpourrait 
se  faire  que  lesfonctions  qui  servent  àcompléter 
les  termes  de  l’une  et  de  l’autre  suite,  lorsque 
dans  chacune  d’elles  on  s’arrête  au  même 
nombre  de  termes,  soient  imaginaires,  et  que 
l’imaginarité  qui  se  trouve  dans  l’une , ne  dé- 
truisit point  l’imaginarité  qui  se  trouve  dans 
l’autre  ; c’est  du  moins  ce  dont  il  est  permis  de 
douter,  jusqu’à  ce  qu’on  ait  démontré  le  con-, 
traire  ; d’ailleurs  il  est  facile  de  se  convaincre 
que  chacune  des  fonctions  complémentaires 
est  de  même  nature  quç  celles  que  nous  avons 
désignées  par  a et  b,  et  qu’elles  se  trouvent 
elles-mêmes  dans  le  cas  irréductible  du  troi- 
sième degré;  ainsi  la  difficulté  d’où  l’on  est  par- 
ti, serait  ramenée  au  même  point.  Cela  n’em- 
pêche point  cependant  que  les  conclusions 
tirées  dans  l’article  précédent , ne  soient  par- 
faitement exactes  ; car  comme  nous  avons 

démontré 


Digitized  by  Google 


D’ANALYSE.  22s5 

démontré  indépendamment  d’aucun  développe- 
ment en  séries  que  les  trois  racines  sont  réelles, 
il  faut  que  la  somme  des  fonctions  qui  servent 
à compléter  les  développemens  de  a et  de  by 
soit  réelle , et  que  leur  différence  soit  égale 
à la  racine  carrée  d’une  quantité  négative. 

144.  Quant  au  degré  d’approximation  des  ra- 
cines, il  sera  d’autant  plus  rapide,  ainsi  que  nous 
l’avons  déjà  dit,  que  les  séries  dans  lesquelles 
se  transforment  les  fonctions  a et  b seront  plus 
convergentes,  parce  que  les  fonctions  complé- 
mentaires iront  sans  cesse  en  diminuant;  mais 
si  les  séries  étaient  convergentes,  elles  ne  pour- 
raient servir  à trouver  les  valeurs  des  racines  , 
parce  que  les  fonctions  qui  servent  à les  com- 
pléter iraient  toujours  en  croissant  à mesure 
qu’on  prendrait  un  plus  grand  nombre  de 
termes. 

145.  Pour  montrer,  par  un  exemple,  com- 
bien il  importe  d’avoir  égard  aux  fonctions  com- 
plémentaires, lorsqu’on  fait  usage  des  dévelop- 
pemens en  séries , nous  allons  considérer  le  dé- 
veloppement de  [/( x — i).  Si  dans  ce  développe- 
ment on  prend  le  premier  terme  ouïes  deux  pre- 
miers ou  les  trois  premiers , et  ainsi  de  suite , 
les  fonctions  complémentaires  correspondantes 
serout 

i5 
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L 

y{x  — i)  + Vx 
“ u\/x  c\/(x— o+  y*T' 1 

y/(x  — Q + 5y/x  p 

8x  yx  [ y ( x — i ) + Vxy 


et  quelles  que  soient  les  valeurs  que  l’on  donne 
à x et  à i , on  est  assuré  qu’en  ayant  égard  à ces 
fonctions , l’expression  est  rigoureusement 
égale  à la  racine  carrée  de  x — i,  et  qu’en  les 
employant , il  est  indifférent  que  la  série  soit 
convergente  ou  qu’elle  ne  le  soit  pas  ; mais  si 
on  cesse  de  s’en  servir , on  a lieu  de  craindre 
que  le  résultat  ne  différé  beaucoup  du  véritable , 
et  même  qu’il  n’en  diffère  de  plus  en  plus , à 
mesure  que  le  nombre  de  termes  que  l’on 
prendra  sera  plus  considérable  ; cela  aura  lieu 
toutes  les  fois  que  les  termes  de  la  série  iront 
continuellement  en  augmentant  : il  pourrait 
même  se  faire  que  dans  ce  cas  on  trouvât  une 
quantité  réelle  au  lieu  d’une  quantité  imagi- 
naire ; c’est  ce  qui  arriverait  si  dans  cette  série 
on  substituait  pour  i une  quantité  plus  grande 
que  x , car  les  termes  de  la  série  ne  cessant 
point  d’être  réels,  leur  somme  est  aussi  réelle, 
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quelque  éloigné  d’ailleurs  que  soit  le  dernier 
des  termes  que  l’on  considère  ; et  comme  l’hy- 
pothèse de  z>»  donne  pour  la  racine  carrée 
de» — i une  quantité  imaginaire,  il  faut  en 
conclure  qu’à  un  développement  réel  peut  cor- 
respondre une  expression  imaginaire. 

*4 6.  Il  ne  reste  plus  maintenant  pour  com- 
pléter tout  ce  qui  tient  aux  équations  du  troi- 
sième degré,  qu’à  donner  les  formules  qui 
conviennent  au  cas  où  l’équation  est  complète, 
et  à donner  la  relation  qui  doit  exister  entre 
les  coefficiens  de  cette  équation , pour  que  les 
trois  racines  soient  réelles  , après  quoi  nous 
donnerons  leur  résolution  par  les  Tables  des 
sinus. 

147.  Pour  obtenir  les  formules  dont  nous  ve- 
nons de  parler,  nous  Représenterons  l’équation 
générale  du  troisième  degré  par 

x3  -f-  kz*  -f-  mz  -f~  n o, 

puis  nous  substituerons  au  lieu  de  z,  x — 
le  résultat  de  cette  substitution  sera 

\1~m\X+V7  g+BS=0, 

i5. . 
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Si  dans  les  formules  que  nous  avons  obtenues 
plus  haut  (116),  on  remplace  p par 

~ { 7-  m}eti  P“r  + 

/f 

on  aura , en  ajoutant  — g au  résultat , les  for- 
mules qui  se  rapportent  au  cas  où  l’équation  est 
complète.  Quant  à la  réalité  des  trois  racines , 
on  voit  qu’elle  aura  lieu  lorsqu’on  aura 


i48.  Avant  de  passer  à la  résolution  des  équa- 
tions du  troisième  degré  par  les  lignes  trigono- 
métriques,  nous  allons  indiquer  un  moyen 
assez  simple  de  trouver  d’une  manière  appro- 
chée les  trois  racines  de  cette  équation,  lors- 
qu’elle se  trouve  dans  le  cas  irréductible;  ce 
moyen  consiste  à ramener  la  recherche  des 
racines  de  cette  équation , à celles  d’une  équa- 
tion du  même  degré  et  de  la  même  forme,  mais 
dans  laquelle  le  coefficient  de  l’avant-dernier 
terme  est  l’unité;  c’est  à quoi  on  parviendra  en 
divisant  les  racines  de  l’équation 

x*  — px-j-q  = o 

par  y' p , ou,  ce  qtti  revient  au  même,  en  y 
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substituant  2 \/p  au  lieu  de  X;  si  on  fait  cette 
substitution , l’équation  qui  en  résultera  sera 


Cela  posé,  si  q est  négatif,  une  des  valeurs  de  z . 
sera  plus  grande  que  l’unité , puisque  si  elle 

était  plus  petite , la  quantité  z 3 — z — serait 


négative  ; mais  si  on  substitue  au  lieu  de 
z , le  résultat  sera  ^ et  par  suite  néga- 
tif, puisqu’on  a ^ < ~ j Par  conséquent  l’é- 
quation a une  racine  de  comprise  entre  1 et 
y/|  : si  donc  on  fait  z = 1 + u , la  quantité 


u sera  très-petite  ou  du  moins  assez  petite  pour 
qu’on  puisse  négliger  sa  troisième  puissance 
dans  le  résultat  de  la  substitution  de  1 -J-  u à 
la  place  de  z dans  l’équation 


si  on  fait  la  substitution  dont  nous  venons  de 
parler , on  aura , en  omettant  le  terme  en  u3 , 
une  équation  du  second  degré , de  laquelle  on 
déduira  une  valeur  positive  de  u peu  différente 
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de  celle  qu’il  faudrait  ajouter  à l’unité  pour 
avoir  exactement  une  des  valeurs  de  z;  mais  si 
on  ne  juge  pas  cette  approximation  suffisante  , 
on  pourra  faire  servir  celle-ci,  à l’aide  du  même 
procédé , à en  obtenir  une  plus  rapprochée , 
et  ainsi  de  suite  : lorsqu’on  aura  ainsi  obtenu 
une  racine , on  la  retranchera  dxi  second  terme 
de  l’équation,  ce  qui  revient  à la  prendre  en 
moins;  puis  on  divisera  le  dernier  terme  par  cette 
racine  , prise  avec  un  signe  contraire;  la  pre- 
mière de  ces  opérations  donne  la  somme  des 
deux  autres  racines  de  l’équation , et  la  seconde 
donne  les  produits  de  ces  mêmes  racines  : re- 
tranchant du  carré  delà  somme  des  deux  quam 
tités  le  quadruple  du  produit  de  ces  mêmes 
quantités,  on  aura  le  carré  de  leur  différence  ; 
par  conséquent  si  on  tire  la  racine  carrée  du 
résultat,  on  aura  leur  différence;  ajoutant  et 
soustrayant  successivement  la  demi-différence 
de  la  demi-somme , on  aura  chacune  des  ra- 
cines. Si  q était  positif,  on  changerait  z en  — z, 
et  l’équation  qui  en  résulterait  rentrerait  dans 
celle  que  nous  venons  de  considérer. 
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Résolution  des  Équations  du  troisième 
degré  par  les  Tables  des  sinus. 

i4g.  Si  on  pose  l’équation  x—à  +&,  et  qu’en- 
suite  on  élève  les  deux  membres  au  cube,  on 
aura 

X3  =3=  a3  + b3  + 5a3  (a-t-i); 

transposant  tous  les  termes  du  second  membre 
dans  le  premier,  il  en  résultera,  à cause  que 
a + b =x , 

x3  — 3aix  — o3  — è3  = o; 

la  comparaison  de  cette  équation  avec 

x3+/>x-j-<jf  = oJ 
fournit  les  équations 

ab  s=  — ? et  a3  -f-  b3  = — * qf 

de  la  première  on  tire  b s=  — ~ : substituant 
pour  b sa  valeur  dans  l’équation 
x = a -f-  b, 

on  aura 


Si  on  la  substitue  dans  l’équation 
C3  -f  43  = — <]  , 
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O3-  -£-r  = - 
27  aJ 


faisant  disparaître  les  dénominateurs,  on  aura 
une  équation  du  sixième  degré  que  l’on  pourra 
résoudre  à la  manière  de  celles  du  second , et 
qui  servira  à déterminer  la  valeur  de  a ; ayant 
cette  valeur  de  a , on  la  portera  dans  l’équa- 
tion 

* = “-£• 

et  on  aura  une  formule  qui  se  réduira  à celle 
que  nous  avons  trouvée  plus  haut. 

i5o.  Si  on  met  la  valeur  de  x sous  la  forme 

v/i 


Mtr 


et  que  l’on  divise  l’équation  a5 

Par  v/s?’ 


p ..  . 
27  a3 


on  aura 


sJ 


p_ 

27 


_ —9 


Si  on  fait  — 

v/l 


z , on  aura 


i/1 


= 2 3 et 


w 


I 
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et  comme  le  premier  membre  est  égal  à 

— Q 


on  aura 


sj  _ 1 ~ 1 


si  on  fait  2 3 = tang  <p,  on  aura  - = cot  <p  • 

substituant  pour  23  et  i leurs  valeurs  dans 
l’équation  précédente,  on  aura 


tang  tp  — cot  = — 


or 


v/ë’ 


sin  ffl.  cos  a 

tang  ç — cot  <p=  ; — Z ~ _ 3 cot  a- 

cos  <p  sxn  <p  " * 


ainsi 


1 

2 


C0t2,p  = 


si  donc  on  pose 

cot  a<p  — 


27 

V 

2 


v/£ 
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l’angle  <p  sera  déterminé , et  par  suite  la  valeur 

de  z ; si  on  fait  taqg  <p==  tang  34  , on  aura 

t?  = tang34; 


de  cette  dernière  équation  on  tire 


* = tang  4 
a = et.  tang  4 
z = et*. tang  4- 

Substituant  pour  z successivement  les  trois 
valeurs  que  nous  venons  de  trouver  dans  la 

valeur  de  x qui  est  y/  3 ( z — \ on  aura,  à 

cause  que  a?  = 1 , 


X 

X 

X 


— | { tans  4 — 4} 

= \J%  (*  tang  4 — “,cot  4} 

= y/  g {*“  tang  4 — a cot  4}. 


Si  dans  ces  formules  on  remplace  « et  «*  par 

leurs  valeurs,  qui  sont ^ — et , 

on  aura,  à cause  que  tang4 — cot4  ==  a cos  a4> 


X 


X 


X 


— ay/g  . cot  a 4 

= y/  ^ { cot  a4  + coséc  a4  • y — 3 } , 
= y/^  (cot  2sj. — coséc  a4-  V — 3}  j 
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i5i.  Les  formules  précédentes  sont  pour  le 
cas  où  p est  positif,  si  p était  négatif,  les 
équations 


x = a 


P_ 

6a 


et 


<7 


deviendraient 


et  as  4 


Jü_ 

37  a3 


— <7J 


la  première  de  ces  deux  équations  peut  êtro 
mise  sous  la  forme 


La  seconde , divisée  par  j deviendra 


'EL 

a7 


Vv' 


si  on  représente  — ^-parz,  les  deux  dernières, 

V 5 

équations  deviendront 
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si  on  pose  z égal  à la  tangente  d’un  certain 
angle  <p , on  aura 


ainsi 


*3  + = tanS  + cot  <p 


a 

sin  2 <p 


sin  ap  ' 


& 


de  cette  équation  on  tirera  la  valeur  de  sin  , 
ce  qui  donnera  la  valeur  de  l’angle  <p  ; sur  quoi 
on  peut  observer  qu’il  est  indifférent  de  prendre 
pour  2 <p  l’un  ou  l’autre  des  arcs  dont  le  sinus 


est  égal  à 


-,  parce  que  la  tangente  de 


l’un  des  arcs  est  la  cotangente  de  l’autre,  et 
réciproquement  : lorsqu’on  aura  déterminé  <p , 


on  fera 


tang  <p  = tang  34 , 


et  on  aura,  à cause  de  z3  = tang  <p , l’équation 

z3  = tang  34  , 

de  cette  équation  on  tirera 

z — tang  4 
z = a tang  4 
a = Ct’tang  4'j 
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si  on  substitue  successivement  chacune  de  ces 
trois  valeurs  de  z dans  l’équation 

* = x/s  • 1 * + ;}• 

on  aura  pour  les  trois  racines  de  l’équation  du 
troisième  degré,  les  trois  valeurs  suivantes, 

x = { tang  4 + cot  4 } 

x — 1/ g { « tang  4 + cot  4 } 
x = {<*îtang4  + * cot 4 }• 

Si  dans  ces  trois  équations  on  remplace  et  et 
a * par  leurs  valeurs  qui  sont  et 

~ ■■  ° , on  aura,  à cause  que  tang  4 

-f-  cot  4 = a coséc  24 , 


x — 2 * co8^c  a4 

x = — y/ g {coséc  24  + cot  2 4 • l/  3 } 
x = — ^/g  {coséc  24  — cot  2 4-V/ — 3 }/ 


1 5a.  Avant  d’aller  plus  loin,  nous  observerons 
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que  l’équation  au  moyen  de  laquelle  on  déter- 
mine l’angle  <p,  ne  peut  exister  qu’autant  que  —— 

V*7 

sera  plus  petit  que  l’unité,  puisqu’on  a 


et  que  d’ailleurs  sin  2<p  ne  peut  surpasser  l’u- 
nité; ainsi  les  formules  que  nous  venons  de 
donner  en  dernier  lieu  ne  peuvent  être  em- 


ployées lorsque  p est  négatif  et  que  -r- ■ est 


vÆ 


plus  petit  que  1 , ou,  ce  qui  revientau  même,  lors- 
que  ~ est  positif  ; ces  formules  ne 

peuvent  donc  servir  que  dans  le  cas  où  p 


serait  négatif,  et  qu’on  aurait  — > 3. 


y/i 


P_ 

7 


1 53.Pour  sentir  la  raison  pour  laquelle  l’analyse 
précédente  semble  échapper  au  cas  où  est 


moindre  que  deux,  c’est  que  dans  ce  cas  il  est 
impossible  de  trouver  pour  z une  quantité 
réelle  qui  puisse  satisfaire  à l’équation 
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puisque  la  somme  de  deux  quantités  réci- 
proques ne  peut  jamais  être  moindre  que  2 j 
par  conséquent  lorsque  nous  avons  posé 

z3  = tang  <p  , 

nous  avons  fait  une  supposition  qui  ne  pou- 
vait avoir  lieu  ; il  faut  donc  pour  ce  cas  cher- 
cher des  formules  qui  puissent  y convenir. 

i54.  Pour  y parvenir , nous  observerons  que 
quoiqu’ilne  soit  pas  possible  de  déterminer  pour 
z une  quantité  réeUe  qui  satisfasse  à l’équation 


cela  n’empêche  pas  que  l’on  ne  puisse  obtenir 
pour  z -f-  i , et  par  conséquent  pour  x,  une 
quantité  réelle , car  on  a 

‘,  + ? = .{*  + ;}’-*{*+  î}* 


ainsi 


a4o  MÉLANGES 

OU 

{Z  + IJ  -3{z+  = 

a étant  plus  petit  que  l’unité.  Si  dans  cette  équa- 
tion on  substitue  successivement  pour  z -f-  ^ , 

les  nombres  — 2,  — 1,0,  1 , 2 , les  signes  des 
résultats  correspondans  seront,  lorsque  eo  sera 
positif, 

— , +,  — , — , +, 
et  lorsque  a>  sera  négatif, 

— , +»  +,  — , + • 

Ainsi , puisque  les  résultats  des  substitutions 
donnent  trois  variations  de  signes,  quelque  soit 
le  signe  dea>,  il  en  résulte  qu’il  y a trois  valeurs 

réelles  de  z + ^ qui  satisfont  à l’équation 


Pour  obtenir  ces  trois  valeurs,  nous  observe- 
rons que  les  valeurs  de  z -|-  \ étant  comprises 
entre  — 1 et  H-  a , on  pourra  faire 

« + - = 2 cos  y \ 

de  là 
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de  là  on  tire 

côs  <p  4-  V *■“  1 • sin  <P  » 
cos  <p  — y/  — i . sin  ç ; 

par  conséquent 


s4i 


a3  = cos  3f  -f-  \/  — - î . sin  3 <p  > 

et 

— ss  cos  3 <p  — — 1 . sin  3 , 

ainsi 


et  comme 


43  -J-  -^  = acos3ip, 

Z§ 


on  aura 


Cette  équation  servira  à déterminer  le  cosinus 
du  triple  de  l’angle  <p  ; quand  on  aura  cet  angle 
on  en  prendra  le  tiers , et  on  aura  l’angle  <p  ; 
mais  comme  il  y a plusieurs  arcs  dont  le  co- 
sinus du  triple  est  le  même,  puisqu’un  arc  aug- 
menté d’un  multiple  de  la  circonférence  , 
a le  même  cosinus , il  en  résulte  que  l’é-, 

*6 


Digitized  by  Googl 


242  mélanges 

quation  qui  donne  le  cosinus  de  50  , donne 
celui  de  30  + A-c,  k étant  un  nombre  quel- 
conque positif  ou  négatif,  et  c désignant 
une  circonférence,  ainsi  le  tiers  de  cet  angle 

sera  <p  , par  conséquent 

z+I  =flcos{ç)  + ^}; 

mais  on  a x = ^ z -f-  0 , ainsi  on  aura 

X = V3  * C09{*  + ÿ}: 

si  dans  cette  formule  on  fait  successivement 
k = o , A=if  k = a,  on  aura 


* = Vi  • c°s  {* + y 
a;=V§'  cos{^+2§}- 

Quant  aux  valeurs  de  z -f-  ^ qui  résulteraient 

des  autres  valeurs  de  k , il  est  facile  de  voir 
qu’elles  rentreraient  dans  celles  qu’on  a trou- 
vées, ainsi  les  trois  valeurs  de  x qu’on  vient  de 
donner , sont  les  seules  racines  de  l’équation 
proposée. 
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i55.  L’équation  z-f-  ^ = a cos  <p  sur  laquelle 

repose  tout  le  calcul  de  l’article  précédent,  a été 

établie  sur  ce  que  les  trois  valeurs  de  z -f-  ~ 

étaient  réelles  et  comprises  entre -f- 2 et — 2; 
mais  on  aurait  pu  y être  conduit  d’une  autre 
manière  : il  suffisait,  pour  cela , de  savoir  que 

z -4-  ^ avait  au  moins  une  valeur  réelle,  puisque 

la  valeur  de  x qui  en  dépend  en  a au  moins  une, 
et  que  la  valeur  de  z ne  pouvait  être  réelle, 
puisque  si  le  contraire  avait  lieu,  z3  -f-  ^ pour- 
rait être  plus  grand  que  2,  ce  qui  est  impossible. 
Si  on  représente  par  r la  valeur  réelle  de 
z + -,  on  aura 

1 7.  ’ 


• 7* 

Mais  z devant  être  imaginaire,  — doit  être  plus 

petit  que  l’unité,  ainsi r-  est  aussi  plus  petit 

que  t , et  comme  les  valeurs  des  cosinus  em- 
brassent toute  cette  latitude,  on  pourra  repré- 
senter r-  par  cos  <p,ou  la  quantité  r par  2 cos  <p,  au 

moyen  de  quoi  on  sera  conduit  aux  trois  valeurs 

16. . 
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de  x , que  nous  avons  données  plus  haut,  et  par 

suite,  à montrer  la  réalité  des  trois  racines  del’é- 

quatiou  proposée,  lorsque  — ^est  pluspetitque 

Vv 

O*  n* 

2,  ou, ce  qui  revient  au  même,  lorsque -f-  “ 

est  plus  petit  que  zéro , ce  qui  est  le  cas  con-  - 
nu  sous  le  nom  de  cas  irréductible. 

1 56.  Quant  à la  démonstration  que  la  somme  de 
deux  quantités  réciproques  est  plus  grande  que 

3,  elle  se  présente  d’elle-même  ; car  si  les  deux 
quantités  ne  sont  pas  égales  à l’unité,  ce  qui 
ferait  exception,  il  faut  que  l’une  d’elles  soit  plus 
grande  que  l’unité,  et  que  l’autre  soit  plus  petite. 

Si  on  représente  la  première  par  1 -f - m,  la 

seconde  sera  — j — , et  comme  celle-ci  est  égale 

1 -f-  m ° 

à 1 — •>  toutes  deux  équivaudront  à 

a -f-  m — ; d’ailleurs  m est  plus  grand 

que  j-—— , ainsi  le  résultat  est  plus  grand 

que  3 : c’est  d’ailleurs  ce  qu’on  peut  reconnaître 
par  le  seul  raisonnement , car  la  plus  grande 
des  deux  fractions  surpasse  l’unité  d’une  frac- 
tion qui  a pour  numérateur  la  différence  des 
deux  termes  de  la  première,  et  pour  dénomi- 
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natcur  celui  de  la  première  fraction;  la  plus 
petite  quantité,  au  contraire,  est  moindre  que 
l’unité  d’une  fraction  qui  a pour  numérateur 
la  différence  des  deux  termes  de  la  secondefrac- 
lion  et  pour  dénominateur  le  dénominateur 
de  cette  seconde  fraction; par  conséquent,  si  la 
fraction  qui  exprime  l’excès  de  la  première 
quantité  sur  l’unité,  surpasse  celle  qu’il  fau- 
drait ajouter  à la  seconde  quantité  .pour  avoir 
l’unité  , la  somme  des  deux  quantités  réci- 
proques sera  plus  grande  que  2 ; c’est  aussi  ce 
qui  arrive  : car  ces  deux  fractions  ont  le  même 
numérateur,  puisqu’ils  sont  égaux  l’un  et  l’autre 
à la  différence  des  deux  termes  de  la  fraction 
qui  exprime  la  première  des  deux  quantités;  de 
plus,  le  dénominateur  de  la  première  de  ces 
deux  fractions  est  plus  petit  que  le  dénomina- 
teur de  la  seconde,  puisque  le  dénominateur  de  la 
seconde  est  égal  au  numérateur  de  la  première. 

1 57 . Si  on  proposait  de  trouver  deux  quantités 
réciproques  qui  fissent  une  sommet  donnée,  il 
faudrait,  pour  avoir  leur  différence,' retrancher 
quatre  unités  du  carré  de  cette  somme,  et  ex- 
traire la  racine  carrée  du  reste  : ayant  leur 
somme  et  leur  différence,  rien  n’est  plus  facile 
d’obtenir  chacune  d’elles. 
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Résolution  des  Équations  du  quatrième 
degré. 

* ' ' ' . r , 

1 58.  Parmi  les  différentes  méthodes  qui  ont  été 
données  jusqu’à  présent  pour  résoudre  les  équa- 
tions du  quatrième  degré,  celle  de  Ferrari  est 
la  plus  simple  et  la  plus  ingénieuse , et  comme 
elle  est  aussi  la  plus  ancienne,  nous  allons 
commencer  par  l’exposer. 

i5g.  Supposons  que  l’équation  proposée  soit 

xi  + px 1 + qx  + r=  ç ; 

si  on  fait  passer  les  trois  derniers  termes  de  cette 
équation  du  premier  membre  dans  le  second , 
on  aura 

i 

x*  s=  — px * — : qx  — - t) 

si  le  second  membre  de  cette  dernière  égalité 
était  un  carré  parfait , en  extrayant  la  racine 
carrée  de  chaque  membre , on  aurait  deux  équa- 
tions rationnelles  en  x,  qui  seraient  du  second 
degré,  et  dont  les  racines  satisferaient  à l’équa- 
tion proposée  ; mais  le  plus  souvent  il  n’en  est 
pas  ainsi  : on  ajoute  alors  à chaque  membre  , 
non  pas  le  monome  qui  manque  au  second 
membre  pour  faire  un  carré  parfait,  puisque 


Digitized  by  Google 


d’analyse.  247 

par  là  le  premier  membre  cesserait  d’en  être 
un , mais  un  binôme  tel  que  ajoc*  -f -y* , ce 
qui  n’empêche  point  que  le  premier  membre 
n’en  soit  un , et  on  dispose  de  l’indétermina- 
tion de  j de  manière  à faire  du  second  membre 
un  carré  exact  ; lorsque  par  l’addition  de... 
2jxl  + y*  on  a rendu  les  deux  membres  des 
carrés  parfaits,  et  que  l’on  tire  la  racine  carrée 
de  chacun  d’eux,  on  obtient  deux  équations 
du  second  degré  dont  les  racines  donnent 
celles  du  quatrième  degré  ; or  si  aux  deux 
membres  de  l’équation 

x4  = — pxa  — qx  — r , 

on  ajoute  a yx%  -f-  y%,  on  aura 

x*  + aj-ar* ==  ( sy  — p)x'  — qx ( y*  — r ), 

et  il  faudra,  pour  que  le  second  membre  soit  un 
carré  parfait , que  le  carré  de  la  moitié  du  se- 
cond terme  — qx  soit  égal  au  produit  des  deux 
autres , ce  qui  exige  qu’on  ait 

l={ay-p}  {y*-r}, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 
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Si  on  substitue  pour/  une  des  racines  de  cette 

dernière  équation  dans  la  suivante 

x*-f-ayx»  -f  >*=  ( 2/— p)x*  — gx-Ky  — r)  , 

et  qu’on  tire  la  racine  carrée  de  chaque  membre, 
on  aura  les  deux  équations 

*■+,  = + {xl/Oy-,,)- a-i/(3’_p)  } 

*■  +y  = }■  • 

lesquelles  étant  résolues , donneront  les  quatre 
valeurs  de  x.  Si  pour  plus  de  simplicité  on  re-r 
présente  \/  ( 2 y — p ) par  z , les  deux  équa^ 
lions  précédentes  se  réduiront  à 

x * — sx  + y + — = o 
J as 

X*  4-  sx  + y — = o. 

' J as 

160.  Si  on  détermine  les  racines  de  ces  deux 
équations,  et  que  l’on  remplace/  par  sa  valeur 
tirée  de  l’équation  [/  (2/ — />)  =z,  on  trouvera 
que  les  quatre  valeurs  de  x sont  exprimées 
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par  les  quatre  formules 


+‘  + \/{ 

“ - 2P  ~ ?} 

+ .~v/{ 

_ _ ap  - 

+ 

« 

1 

2 

{-z'-zp  + Ç} 

2 

2 


et  que  l’on  peut  comprendre  toutes  dans  la 
suivante 


en  observant  que  les  signes,  supérieurs  de  z 
se  correspondent  et  que  les  signes  inférieurs 
vont  ensemble.  - , 


16:.  On  voit  par  ce  qui  précède  que  la  re- 
cherche d’une  équation  du  quatrième  degré  est 
ramenée  à trouver  celles  des  racines  d’une  équa- 
tion du  troisième , c’est  à cette  dernière  qu’on 
a donné  le  nom  de  réduite.  Si  dans  cette  ré- 
duite on  substitue  pour  y sa  valeur  en  z , tirée 
de  l’équation  y/  ( — p ) = z , on  aura  une 
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équation  du  sixième  degré  , qui  sera 

z6  + a pz*  + ( p3  — 4r ) s*  — <7a  = O) 

et  qu’on  abaissera  sur-le-champ  au  troisième 
en  posant  z*  = u ; cette  équation  sera 

u3  + apu3  -f-  ( p*  — 4r  ) « — q3  = o , 

et  c’est  celle-ci,  qui,  à proprement  parler,  est 
connue  sous  le  nom  de  réduite  du  quatrième 
degré. 

162.  Avant  d’aller  plusloin,  nous  observerons 
que  si  dans  les  formules  que  nous  avons  trouvées 
pour  x ( 160) , on  substitue  chacune  des  va- 
leurs de  z , on  aura  autant  de  fois  quatre  valeurs 
de  x , qu’on  aura  de  valeurs  de  z;  et  comme 
celles-ci  sont  au  nombre  de  six,  il  paraîtrait 
s’ensuivre  qu’on  aurait  vingt -quatre  valeurs 
pour  x , ce  qui  ne  peut  avoir  lieu,  à moins  que 
les  racines  provenant  de  la  première  substitu- 
tion, ne  rentrent  dans  celles  que  fournissent 
les  trois  autres , et  réciproquement  ; c’est  ce 
qu’on  peut  faire  voir  fort  simplement,  car  si 
a*,  b3,  c*  sont  les  racines  de  la  réduite  en  u , et 
que  dans  les  formules  de  l’article  (160),  on 
substitue  pour  z la  quantité  a , et  pour  2 p 
et  q leurs  valeurs  qui  sont  respectivement  égales 
à — { a 1 + b3~ f-  c1}  et  à abc , on  trouvera  que 
les  quatre  valeurs  de  x qui  correspondent  à cette 
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valeur  de  z,  seront  représentées  parles  formules 

a b — c a — • b c 

a ’ 2 

— - G — {—  b — c — cl  — b — c 


lesquelles  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

j { a -f-  b -f-  c — 3c } 
i {a  -f-  i -f-  c — 26} 
ï{a-t-è  + c — aaj. 

- i {a  + H 4 

Si  au  lieu  de  substituer  a pour  z , on  subs- 
tituait b,  on  voit,  sans  qu’il  soit  nécessaire  de 
faire  aucun  calcul,  que  les  quatre  valeurs  de 
x seraient  les  mêmes,  puisque  cette  substitu- 
tion revient  à changer  dans  l’expression  des 
racines  a en  b et  b en  a , et  que  ce  change- 
ment n’en  produit  aucun  dans  les  racines , si 
ce  n’est  de  faire  prendre  à la  troisième  racine 
la  place  de  la  seconde,  et  réciproquement. 

Si  dans  les  mêmes  formules  on  substituait  c 
pour  z,  on  verrait  que  les  résultats  seraient  les 
mêmes  que  si  on  changeait  a en  c et  c en  a 
dans  ceux  qu’on  a obtenus  lorsque  pour  2 on  y 
substituait  la  quantité  a ; or  ce  changement  n’en 
produit  aucun  dans  la  grandeur  des  racines , 
ainsi  que  le  montre  la  forme  sous  laquelle  elles 
ont  été  mises  précédemment. 
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Quant  à la  substitution  de  — a<,  — b,  — c , 
au  lieu  de  z dans  les  formules  déjà  citées , cela 
revient  évidemment  à changer  z en  — z dans 
ces  mêmes  formules , et  à remplacer  la  quan- 
tité z dans  ces  dernières , successivement  par 
a,  b , c , ; or  le  changement  de  z en  — z n’en 
apporte  aucun  dans  le  système  des  quatre  for- 
mules, seulement  les  deux  premières  prennent 
la  place  des  deux  dernières , et  réciproquement  ; 
ainsi  les  systèmes  des  résultats  des  substitutions 
successives  de  — a , — b,  — c seront  les 
mêmes  que  si  l’on  substituait  a,  b , c au  lieu 
de  z , et  comme  les  systèmes  de  racines  aux- 
quelles conduisent  les  substitutions  de  chacune 
de  ces  dernières  quantités  sont  les  mêmes,  il 
en  résulte  que  la  multiplicité  des  racines  prove- 
nant de  la  substitution  de  celles  de  l’équation  du 
sixième  degré  n’est  qu’apparente,  et  que  les  vingt- 
quatre  valeurs  se  réduisent  réellement  à quatre. 

i63.  Si  on  veut  voir  à quoi  tient  la  multiplicité 
des  racines  de  la  réduite , il  suffit  de  considé- 
rer que  l’analyse  que  nous  avons  employée  pour 
résoudre  l’équation  du  quatrième  degré,  reve- 
nant à décomposer  cette  équation  en  deux  fac- 
teurs du  second  degré , qui  sont 

aca-j-ZT-j-y-4-  — et  ï1  — zx  4-  y — — » 

J 2Z  ' 2S 


Digitized  by  Google 


d’analyse. 


253 

il  faut  nécessairement  que  z ait  autant  de  va- 
leurs qu’on  peut  faire  de  facteurs  du  second 
degré  avecquatre  facteurs  du  premier,  ou , ce  qui 
revient  au  même,  autant  de  valeurs  qu’on  peut 
former  de  sommes  différentes  avec  les  quatre 
racines  a , b , c , d en  les  prenant  deux  à deux , 
et  comme  elles  sont  au  nombre  de  six,  il  en 
résulte  que  l’équation  en  z , qui  ne  doit  pas 
donner  plutôt  l’une  de  ces  sommes  que  chacune 
des  autres,  doitles  donner  toutes,  et  par  consé- 
quent monter  au  sixième  degré  ; mais  comme 
parmi  ces  sommes , il  y en  a trois  qui  sont  égales 
et  de  signes  contraires  aux  trois  autres,  puisque 
la  somme  des  quatre  racines  est  nulle  à cause 
que  l’équation  est  sans  second  terme,  il  en 
résulte  que  l’équation  du  sixième  degré  doit 
manquer  de  toutes  les  puissances  impaires  de 
z,  et  par  conséquent  s’abaisser  au  troisième 
degré , ce  qui  est  confirmé  par  le  calcul. 

i64.  Les  racines  de  l’équation 

-f-  px*  -j-  qx  + r = o 

étant  des  fonctions  de  celles  de  la  réduite,  la 
nature  des  premières  doit  dépendre  de  celles  de 
la  seconde  ; or  il  peut  arriver  que  les  racines 
de  la  réduite  soient  toutes  trois  réelles,  ou  que 
l’une  seulement  soit  réelle  et  que  les  deux 
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autres  soient  imaginaires , si  elles  sont  réelles 
il  faut  qu’elles  soient  toutes  trois  positives,  ou 
que  l’une  d’elles  soit  positive  et  les  deux  au- 
tres négatives,  puisque  le  dernier  terme  — q% 
est  négatif;  si  les  trois  racines  sont  positives , 
les  racines  de  la  proposée  seront  toutes  quatre 
réelles  et  seront  exprimées,  lorsque  <7  sera  po- 
sitif, par  les  formules 

i { a -f-  5 -f-  c — 2a} 

£ { a -f-  £ + c — 2 b } 
i{  o + i + t — 2c  } 

— i{  «•+•&  + <?}• 

i6f).Siunedes racines  de  ïaréduiteest  positive 
et  que  les  deux  autres  soient  négatives,  les  quatre 
racines  de  l’équation  proposée  ne  pourront  plus 
être  représentées  par  les  formules  précédentes , 
parce  «que  les  quantités  a,  b et  c doivent  être 
prises  avec  des  signes  qui  donnent  pour  le  pro- 
duit de» trois  termes  danslesquels  chaque  racine 
se  décompose,  une  quantité  négative.  Si  ax  est  la 
racine  positive  de  la  réduite , et  que  les  deux 
autres  soient  représentées  par  fc’et  c*,  les  quatre 
racines  seront  représentées  par 

b -f-  c — a a c — b 

— " g * 3 

a -f-  b — c , g + b 4-  c 
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ou,  ce  qui  revient  au  même,  par 

— î{fl  + i + c — 2 a } 

c + ô-f-c  — 2 b J 

— ï(a-f-è-f-c  — îc  j 

lorsque  q sera  positif,  et  elles  seront  toutes 
imaginaires,  excepté  le  cas  où  on  aurait  b=c, 
dans  ce  cas  la  proposée  aura  deux  racines 
réelles  et  deux  autres  racines  imaginaires. 

166.  Si  les  deux  racines  b1  etc*  étaient  en  par- 
tie réelles  et  en  partie  imaginaires , le  produit 
des  quantités  dans  lesquelles  chaque  racine  se 
décompose  étant  positif,  les  quatre  racines 
de  la  proposée  seraient  données  par  les  quatre 
formules  de  l’article  i64,  et  comme  b~i~c  est 
réel  et  que  les  quantités  b etc  sont  imaginaires, 
il  en  résulte  que  dans  ce  cas  la  proposée  a deux 
racines  réelles  et  deux  racines  imaginaires. 

Nous  disons  que  b c est  une  quantité 
réelle,  et  que  b et  c sont  des  quantités  ima- 
ginaires, c’est  ce  qu’il  est  facile  de  faire  voir; 
car  a*  étant  une  racine  réelle  de  la  réduite , 
les  deux  autres  qui  sont  b%  et  c*  seront  données 
par  une  équation  du  second  degré,  par  consé- 
quent l’une  d’elles  étant  représentée  par 
m + n V — ij 
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l’autre  le  sera  par 

m — n\/  — 1 , 

de  sorte  que 

b - c — l/m+  " V — 1 + V m ~~  H V — 1 
et 

b — c = \Zm  + n \/—  1 — V'm  — n\/—  i 

or  les  seconds  membres  de  ces  deux  équations 
sont  égaux  aux  racines  carrées  des  carrés  de 
ces  seconds  membres , ainsi  on  aura 

b -f-  c = V^m  + s \/  ~h  n% 
b — c = \Zum — 2 \/  m*  4“  »’  > 

mais  est  plus  grand  que  2 m,  ainsi 

b -f-  c est  une  quantité  réelle,  et  b — c une 
quantité  imaginaire  de  la  forme  k\/—  î,  d’où 
il  résulte  que  les  quantités  h et  c sont  des  quan- 
tités imaginaires  de  la  forme  p-\-q  V — 1 > et 
qu’elles  ne  diffèrent  entre  elles  que  par  le  signe 
de  la  partie  imaginaire. 

167.  Si  q était  négatif,  il  faudrait  combiner  les 
quantités  a , b , c avec  des  signes  qui  donnent 
un  produit  positif,  ainsi  dans  le  cas  où  les  ra- 
cines 
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cinés  de  la  réduite  sont  toutes  positives , ou  que 
deux  d’entr’elles  sont  composées  d’une  partie 
réelle  et  d’une  partie  imaginaire,  les  racines 
seront  données  par  les  formules 

a -4-  c — b 
a 

c 4 b + c 


ou , ce  qui  revient  au  meme , par 

— aa  } 

— -J  { a -f-  4 + e — a b } 

— £ { a -t-  4 -f-  c — ac} 

+ ¥{a  + ^ + c}* 

168.  Si  deux  des  racines  de  la  réduite  étaient 
négatives,  les  formules  précédentes  ne  convien- 
draient plus,  et  il  faudrait  les  remplacer  par  les 
suivantes 

t b c — a , a -f-  c — - b 

+ , -f-  

, a + b — c a b — c 
> „ » ““  z * 


b -j~  c — a 
a 1 

a -f-  b ■ 

2 


, + 


*7 
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ou,  ce  qui  revient  au  même,  par 

— sa} 

ï {a  -f-  £ -f-  c — s b y 
î {a  + b c — ■ sc } 

— ï {a  -f  i + f }■ 

16g.  Si  on  compare  les  formules  qui  corres- 
pondent au  cas  où  q est  négatif,  avec  celles  qui 
conviennent  à celui  où  q est  positif,  on  trouvera 
que  celles  qui  se  rapportent  au  premier  cas  sont 
égales  et  de  signes  contraires  à celles  du  second 
cas  ; c’est  ce  qu’il  était  facile  de  prévoir  : car  le 
changement  de  q en  — q dans  l’équation 

x 4 -f-  px'  + Ç*  + r = o, 

est  celui  qu’il  faudrait  opérer  sur  les  coefficiens 
pour  faire  changer  les  signes  des  racines  de 
cette  équation. 

170.  Les  racines  d’une  équation  du  quatrième 
degré  ne  pouvant  être  toutes  quatre  réelles,  à 
moins  que  la  réduite  n’ait  toutes  ses  racines 
réelles  et  positives,  il  faut,  afin  que  toutes  les 
racines  d’une  semblable  équation  soient  toutes 
réelles , que  les  coefficiens  de  la  réduite  aient 
entr’eux  la  relation  nécessaire  pour  qu’elle  se 
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trouve  dans  le  cas  irréductible,  et  que  les  coef- 
ficiens  de  cette  équation  soient  alternativement 
positifs  et  négatifs.  Or  la  réduite  de  l’équation 

+ />■**  + qx  *f-  r = o 

étant 

US  -f-  2PU*  -f-  (pa  — 40“  — ^*  = o} 

il  faut,  pour  qu’elle  se  trouve  dans  le  cas  irré- 
ductible , qu’on  ait 

c’est  ce  qu’on  trouvera  en  faisantdisparaître  le 
second  terme  de  la  réduite , et  comparant  l’é- 
quation qui  en  résultera  avec  celle  des  équations 
de  la  même  forme  que  nous  avons  considérées 
lorsque  nous  avons  traité  des  équations  du 
troisième  degré  : de  plus,  pour  que  les  termes 
soient  alternativement  positifs  et  négatifs,  iifaut 
qu  on  ait  p < o et  p*  — -4 r > o ; réciproque- 
ment si  toutes  ces  conditions  sont  remplies , 
toutes  les  racines  de  la  proposée  seront  réelles- 
car  si  la  réduite  se  trouve  dans  le  cas  irréduc- 
tible , et  que  les  termes  soient  alternativement 
positifs  et  négatifs,  la  réduite  aura  les  trois  ra- 
cines réelles  et  positives j partant,  l’équation  du 

J7~ 


Digilized  by  Google 


q6o  : MÉLANGES 

quatrième  degré  aura  aussi  toutes  ses  racines 
réelles;  mais  si  l’une  de  ces  conditions  vient  à 
manquer,  l’équation  proposée  aura  des  racines 
imaginaires , puisque  si  elle  n’en  avait  point , 
aucune  de  ces  conditions  ne  pourrait  manquer 
d’avoir  lieu. 

1 7 1 . Si  on  veut  savoir  pourquoi  les  coefficiens 
de  la  réduite  ont  des  signes  alternativement 
positifs  et  négatifs  lorsque  toutes  les  racines  de 
la  proposée  sont  réelles,  il  n’y  a rien  de  plus 
simple , car  les  valeurs  de  z étant  les  sommes 
des  racines  de  la  proposée  prises  deux  à deux, 
les  valeurs  de  u sont  les  carrés  de  ces  sommes  ; 
par  conséquent  les  racines  de  l’équation  en  u 
étant  toutes  trois  positives , le  coefficient  du 
second  terme,  qui  est  la  somme  des  racines 
prises  avec  des  signes  contraires,  doit  être  né- 
gatif; le  coefficient  du  troisième  terme  qui  est 
la  somme  des  produits  deux  à deux  de  ces  ra- 
cines, doit  être  positif;  et  enfin  le  dernier  terme, 
qui  est  le  produit  de  ces  racines  prises  avec  des 
signes  contraires,  doit  être  négatif. 

172.  Nous  avons  considéré  dans  ce  qui  précède, 
une  équation  du  quatrième  degré  sans  second 
terme,  parce  qu’il  est  toujours  possible  par  une 
simple  transformation , de  faire  dépendre  la 
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résolution  de  l’équation  complète  d’une  sem- 
blable équation,  et  parce  que  cette  supposition 
simplifie  les  calculs;  mais  la  méthode  que  nous 
avons  employée  peut  s’appliquer  également  aux 
équations  complètes.  Pour  le  faire  voir,  consi- 
dérons l’équation 

« 

x*  + nx3  + px*  </x  + r = o ; 

si  l’on  fait  passer  les  trois  derniers  termes  du 
premier  membre  dans  le  second,  on  aura 

x*  + nx3  = — px1  — qx — r ; 

si  aux  deux  membres  de  cette  équation  on 
ajoute  , on  aura  une  équation  dans  la- 
quelle le  premier  membre  sera  un  carré  par- 
fait ; si  donc  le  second  membre  en  était  un , 
en  extrayant  la  racine  carrée  de  part  et  d’au- 
tre, on  aurait  deux  équations  du  second  degré, 
dont  les  racines  satisferaient  à l’équation  pro- 
posée; mais  comme  il  n’arrive  pas  toujours 

71* 

que  l’addition  de  — dans  l’equation 

x*  + nx3  = — px*  — qx  — r, 

fasse  du  second  membre  un  carré  parfait,  il 
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faut  ajouter  àl’équation  qui  en  résulte, une  quan- 
tité qui  sans  cesser  de  rendre  le  premier  membre 
un  carré  parfait,  puisse  faire  aussi  du  second 
un  carré  ; c’est  à quoi  on  parviendra  en  ajou- 
tant aux  deux  membres  de  l’équation 

+ nx3  + = {^  — P | X*  — — r , 

la  quantité  iy  j x‘  H-  ^ | -f-  y1-,  cette  ad- 
dition étant  faite,  on  aura 

{*■  + v {*■  + ^}  + r= 

{zy  + ^ — p}x*  + {,iy—  p)x  + y — <?• 

Or  le  premier  membre  de  cette  équation  est 
toujours  un  carré  parfait,  puisqu’il  est  le  carré 

de  x%  -f-  ^ -f-  y.  Si  donc  on  détermine  y de 

manière  que  le  second  membre  en  soit  un , Pé» 
quation  du  quatrième  degré  pourra  se  parta-, 
ger  en  deux  du  second,  et  comme  le  second 
membre  ne  peut  être  un  carré , à moins  que 
l’on  ait 
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y- J y + =c=A  y + <±=Ç.^=c, 

il  en  résulte  que  si  on  prend  la  valeur  de  y dans 
cette  équation  que  l’on  nomme  la  réduite , et 
que  l’on  fasse , pour  plus  de  simplicité  , 

z—  \f{*y  + ^ — P }» 

on  aura 

si  on  tire  la  racine  carrée  des  deux  membres 
de  cette  équation,  on  aura  les  deux  suivantes, 

**+  t +y } *> 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  deux  que 


VOICI 

X1  + { 

* + y — 

ny  — <7 

2Z 

x*  -f- 

tt+-} 

X + y + 

ny  — <1  _ 

AS. 

Digitized  by  Google 


264  MÉLANGES 

si  de  chacune  de  ces  deux  dernières  équations' 
on  cherche  les  racines,  on  aura  celles  de 
l’équation  proposée  ; par  conséquent  cette  der- 
nière équation  est  égale  au  produit  des  deux 
premières  : c’est  ce  qu’on  aurait  pu  trouver 
indépendamment  de  la  composition  des  équa- 
tions , car  dès  que  la  réduite  a lieu  , on  peut 
mettre  l’équation  proposée  sous  la  forme 


c’est-à-dire  sous  la  forme  de  la  différence 
de  deux  carrés  ; et  comme  à la  différence  de 
deux  quantités  on  peut  substituer  le  produit  de 
la  somme  des  racines  par  la  différence  de  ces 
mêmes  racines , elle  sera  le  produit  des  deux 
facteurs 

*■  + ? 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  produit  de  ces. 
deux-ci , 

**  + {z  + z}x  *y-  + 3LEr^ 

* + {»“*}*■+*  - 
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De  l’égalité  de  chacun  de  ces  facteurs  à zéro , 
on  en  déduira  quatre  valeurs  de  x qui  seront 
les  racines  de  l’équation  proposée;  ces  valeurs 
de  x seront  exprimées  en  fonction  de  y , de  z 
et  des  coefficiensde  l’équation  proposée  ; mais 
on  pourra  les  exprimer  en  fonction  des  coe£ 
ficiens  et  de  y seulement,  en  remplaçant  z par 
sa  valeur  qui  est 

y/{  *y  + ^-p}i 

sur  quoi  il  est  bon  d’observer  qu’il  faut  prendre 
ce  radical  avec  le  même  signe  partout  où  il  se 
trouvera,  sans  quoi  les  formules,  au  lieu  de  se 
rapporter  à l’équation 

x*  •+■  ns?  -j-  px * -f-  qx  -f-  r — o, 
se  rapporteraient  à l’équation 

a?  — na?  -+■  px 1 — qx  -f-  r = o , 
ainsi  qu’on  le  peut  voir  facilement. 

170.  Si  dans  chacune  des  équations 
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on  remplace  y par  sa  valeur  tirée  de  l’équation 

• = Y /h  + ^-p}. 

on  aura  deux  équations  rationnelles  en  z , la 
première  de  ces  équations  sera 

. , f » , 1 , z*  . nz  , 4p  — n* 

x + \ i+z) x +7  + T4" 

, 4np  — ns  — 8tj 

Tel  °* 

la  seconde  ne  différera  de  celle  - ci  que  par 
le  signe  de  z. 

174.  Pour  obtenir  la  valeur  de  z sans  être  obligé 
de  recourir  à celle  dey , on  remplacera  y dans 
la  réduite  par  sa  valeur  tirée  de  l’équation 

* = \/{ aj,  + 

on  aura  une  équation  en  z qui  sera  du  sixième 
degré,  mais  qui  s’abaissera  sur-le-champ  au 
troisième,  parce  qu’elle  manquera  de  toutes 
les  puissances  impaires  de  z. 

1 75.  Si  on  veut  voir  à quoi  tient  la  multiplicité 
des  valeurs  de  y et  de  z dans  les  réduites  eu 
y et  en  z,  nous  remarquerons  que  ces  réduites 
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9 

étant  exprimées  en  fonctions  des  coefficiens  de 
la  proposée , il  faut,  à cause  que  ces  coefficiens 
sont  des  fonctions  des  racines  de  la  proposée , 
que  les  racines  de  la  réduite  soient  aussi  des 
fonctions  de  celles  de  la  proposée  , et  que  les 
équations  en  z et  en  y donnent  pour  l’une  et 
pour  l’autre  de  ces  quantités , toutes  les  va- 
leurs dont  les  fonctions  qui  les  représentent 
sont  susceptibles.  Pour  obtenir  les  fonctions  des 
racines  qui  représentent  y et  z,  nous  désigne- 
rons les  racines  de  l’équation  proposée , par 
a,  b , c,  d,  et  comme  deux  de  ces  racines 
sont  comprises  dans  l’équation 


et  que  les  deux  autres  sont  données  par  la 
suivante  j, 


il  faut  qu’on  ait 

™ 4 - * = — a—>  b , y -f-  ^ = ab 

u J as 

•s 

ti  , ny  — q , 

- — z ~ — c — d,  v ^ = cd. 

2 J Q,  Z 

Si  on  retranche  membre  à membre  la  première 
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équation  de  la  seconde  ligne , et  qu’on  ajoute 
aussi  membre  à membre  la  seconde  équation 
de  la  première  ligne  avec  sa  correspondante 
dans  la  seconde  ligne , on  aura 

z = (c  + <*)  — {a  4-  b)  __  a b + cd 
2 * y a 

176.  La  première  équation  nous  montre  que 
z est  égal  à la  moitié  de  l’excès  de  la  somme  de 
deux  quelconques  des  racines  sur  celle  des  deux 
autres , et  par  conséquent  qu’elle  doit  avoir  au- 
tant de  racines  qu’on  peut  former  de  sommes 
deux  à deux  avec  quatre  quantités  ; et  comme 
les  excès  de  la  demi  - somme  de  deux  quel- 
conques des  racines  sur  celle  des  deux  autres 
sont  au  nombre  de  six , il  en  résulte  que  l’équa- 
tion en  z,  qui  ne  doit  pas  donner  plutôt  l’une 
de  ces  fonctions  que  chacune  des  autres , doit 
les  donner  toutes , et  par  conséquent  monter 
au  sixième  degré;  mais  comme  parmi  ces  fonc- 
tions il  y en  a trois  qui  sont  égales  et  de  signes 
contraires  aux  trois  autres , l’équation  ne  doit 
contenir  que  des  puissances  paires  de  cette 
quantité. 

177.  La  seconde  équation  qui  donne  y en  fone- 
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tion  des  racines  de  la  proposée , exprime  que 
chaque  valeur  de  y est  égale  à la  demi- 
somme  faite  du  produit  de  deux  racines  et  de 
celui  des  deux  autres , et  comme  cette  fonc- 
tion n’est  susceptible  que  de  trois  combinai- 
sons , il  en  résulte  que  l’équation  en  y qui  ne 
doit  pas  donner  l’une  de  ces  fonctions  plutôt  que 
chacune  des  deux  autres,  doit  les  donner  toutes, 
et  par  conséquent  s’élever  au  troisième  degré. 

178.  La  méthode  que  nous  venons  d’exposer 
consiste , dans  le  cas  de  l’équation  complète 
comme  dans  celui  où  elleest  incomplète , à sépa- 
rer l’équation  en  deux  membres , dans  l’un  des- 
quels se  trouvent  tousles  ter  mes  affectés  des  puis- 
sances de  l’inconnue  supérieures  à la  seconde,  et 
à placer  dans  l’autre  membre  tous  les  autres 
termes;  puis  à ajoutera  chaque  membre  une 
quantité  qui , sans  cesser  de  rendre  le  premier 
membre  un  carré  parfait,  soit  propre  à faire  du 
second  membre  un  carré  exact  : lorsque  cela 
est  fait  on  tire  la  racine  carrée  des  deux 
membres,  et  l’équation  se  trouve  partagée  en 
deux  autres  du  second  degré,  qui  étant  réso- 
lues donnent  les  quatre  racines  de  l’équation, 

1 79.  On  pourrait  aussi  faire  servir  à la  détermi- 
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nation  des  racines  d’une  équation  du  qua- 
trième degré , les  connaissances  que  l’on  a ac- 
quises sur  la  nature  des  fonctions  que  nous 
avons  désignées  par  y et  par  z;  car  l’équation 
en  z , par  exemple , ayant  pour  racines  les 
moitiés  des  excès  des  sommes  de  deux  quel- 
conques des  racines  sur  celle  des  deux  autres,  il 
faut  qu’en  cherchant  l’équation  d’ou  dépend  la  dé- 
termination des  excès  de  la  somme  de  deux  quel- 
conques des  racines  sur  celle  des  deux  autres , 
on  tombe  sur  une  équation  du  sixième  degré  de 
la  même  forme  que  la  réduite,  et  qui  par  con- 
séquent soit  résoluble  à la  manière  des  équa- 
tions du  troisième  degré;  et  comme  des  racines 
de  cette  équation  on  peut  en  tirer  trois  équations 
linéaires  entre  les  racines  de  l’équation  du  qua- 
trième degré,  il  en  résulte  qu’en  les  combinant 
avec  celle  qui  donne  la  somme  des  racines, 
on  pourra  en  déduire  chacune  des  racines  de 
l’équation  proposée. 

180.  Pour  développer  ce  qui  vient  d’être  dit, 
considérons  l’équation 

x * -H  nx3  -f-  par*  + qx  + r = o , 

si  on  représente  ses  racines  par  a,  b , c,  d , 
et  que  l’on  cherche  l’équation  d’où  dépend  la 
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détermination  des  fonctions 

a + b — c — d 
a 4-  c — b — d 
a -+•  d — b — c 
c + d — a — b 
b -f-  d — a — c 
6 + c — a — d y 

il  est  clair,  à cause  que  ces  fonctions  sont  au 
nombre  de  six , que  l’équation  cherchée  mon- 
tera au  sixième  degré  et  qu’elle  manquera  de 
toutes  les  puissances  impaires  de  l’inconnue, 
puisque  parmi  ces  fonctions  il  y en  a trois  qui 
sont  égales  et  de  signes  contraires  aux  trois 
autres.  Si  donc  on  pose  le  carré  de  cette  in- 
connue égale  à t,  elle  s’abaissera  au  troisième 
degré,  et  les  racines  de  cette  dernière  équa- 
tion seront 

{a  -f-  b — c — d}* 

{a  -f-  c — b — d}1 
{a  + d — b — c}*; 

si  on  désigne  ces  dernières  quantités  respec- 
tivement par  0,  0',  0",  on  aura 

a b — c — d = [/  8 

a + c — b — d = J/  8' 

a + d — b — c =s  1/  6*  ; 
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mais  d’un  autre  côté  on  a 


a+£  + c-4*^  = — n ; 


si  donc  à cette  dernière  équation  on  ajoute  la 
première,  et  qu’ensuite  on  retranche  la  pre- 
mière de  la  dernière  qui  donne  la  somme  des 
racines,  on  aura  les  deux  équations 


a + b = 


— n + Ÿ 6 


c d.  — 


si  ensuite  on  ajoute  la  seconde  équation  à la 
troisième , et  que  l’on  retranche  la  troisième 
de  la  seconde  , on  aura 


, l/V  + V* 

a — b = ô » 


ces  équations  donnant  la  différence  des  racines 
dont  on  a les  sommes , il  sera  facile  d’en  déduire 
les  formules  suivantes  : 


— re  - f-  1/8  -f  V/®'  4-  [/6“ 

4 

_ n _|_  t/ô  _ |/8'  _ y/V 
4 

— n — 1/6  + 1/6'  — 1/6' 

4 

— « — V/®  — V/®'  -+-  VV 

4 _î 

toute 
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toute  la  difficulté  consiste  donc  maintenant  à 
calculer  l’equation  dont  les  racines  seraient 


{a  + è — c — d y 

{a  + c — b — d y 

{ a -f.  d _ b — c y. 


1 81  Pour  y arriver  facilement,  et  afin  de  rendre 
les  calculs  moins  compliqués,  nous  supposerons 
que  l équation  du  quatrième  degré  soit  sans  se- 
cond terme , et  nous  représenterons  cette  équa- 
tion, comme  nous  l’avons  toujours  feit,  par 


**  + P**  -f  qx  -f  r = o.  # 

Si  on  désigne  par  a,  b,  c,  .d  les  racines  de 
cette  équation , on  aura  d’après  l’hypothèse 
que  nous  venons  d’établir,  l’équation 

fl  + i + c + ll  = 0. 

mais  de  cette  dernière  équation  on  tire 

— c — ■ d = a + b 

— b — d a -f-  c 

— b — c = a d. 


par  conséquent  les  racines  de  l’équation  cher- 
chée seront  quadruples  des  carrés  des  seconds 

18 
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membres  de  ces  dernières  équations.  Si  donc 
on  désigne  par  4 z l’inconnue  de  l’équation  dont 
les  racines  sont 

— C— 

• Ç a -f-  c — b — d }* 

{ a -f-  «£  — ■ £ — c 

on  aura  successivement 

z—{a  + b }*  = — {a  + £ } { c -f  d} 
fi  s:  {a-f-e  J*  = — {a  -f-  c J -fi  *4-  d } 
fi  = -f  J }*  = — {«  + d } { i + c } ; 

mais 

( a + i y ( c 4-  d ) = ac  -f-  cd  4-  ^ 4- 

d’ailleurs  le  second  membre  de  cette  dernière 
équation  est  égal  à 

; — p 4-  { ab  + cd  } f 

ainsi  la  première  des  équations  en  z devient 

z --J-  p =•(  ab  -f-  cd  ) ; 

si  on  élève  les  deux  membres  de  cette  équa- 
tion au  carré , on  aura  . 

, s*  4-  ajDa;  -+■  p*  = ( ab  -f-  cd)*. 
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mais 

( ab + cd  y = ( ab  — cdy  + 4abcd-, 

d’ailleurs 

{ab  — cd  }•  r=  = 

1 * { « + b )•'  . 

{ai(a-f-J)  — cd(a+b)  J 2 J*  <7* 

(a-f-A)*  |«  -J-  b — c — d J*  ~~îf 

ainsi  on  aura,  en  se  rappelant  que  abcd  = r, 
l’équation 

**  + +p*  = 7 +4^, 

« 

ou 

z3-t-a/«a  + (/>*  — 4r)  a — ç‘=o^ 

mais  comme  dans  cette  équation  il  ne  reste 
aucune  lrac$  qui  indique  laquelle  des  trois  va- 
leurs de  z on  a employée  pour  y arriver,  il  en 
résulte  que  si  on  opérait  sur  les  deux  dernières 
équations  dans  lesquelles  z entre  à la  première 
puissance  delà  même  manière  qu’on  a opéré  sur 
la  première,  on  retomberait  sur  la  même  équa- 
tion ; par  conséquent  les  valeurs  de  z données  par 
les  trois  équations  du  premier  degré  en  z,  sont 
les  trois  racines  de  cette  équation  : si  on  divise 
jes  racines  de  cette  équation  par  deux  et  qu’on 
les  représente  ainsi  divisées  par  z',  z",  z"\  les 
racines  de  l’équation  proposée  seront  données 

18. . 
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par  les  Formules  suivantes, 

a — 4*  V2-  V*'  ~f~  V 

b — 4-  v*'  — Vz"  -*  V &m 

C =—  y/z'  + 

d =b  — y/z'  — Vz  + Vz" : 
il  faut  observer  relativement  à ces  formules , 
que  chaque  radical  pouvant  être  pris  tant  en 
plus  qu’en  moins , il  en  résulte  huit  com- 
binaisons de  signes  qui  donnent  lieu  à huit 
formules  , les  quatre  premières  sont 

4-  y/z'  4-  Vz“  4-  V/** 

4.  i/z'  — y/z"  — V* 

— y/z'  + y/z"  — y/z" 

— y/z’  — y/z"  + y/zm  t 

les  quatre  autres  sont 

— y/z'  — y/z"—  y/z" 

— y/z'  4-  y/z"  4-  y/z" 

+ yz'  — y/z"  + y/z" 

4-  y/z'  4-  y/z"  — y/zm, 

dans  les  unes  et  dans  les  autres- formules  chaque 
radical  pris,  abstraction  faite  du  signe  dopt  il 

est  affecté , doit  être  pris  positivement.  • ^ 

* \ * »•  * ! * 

182.  Pour  déterminer  les  signes  des  radicaux 
dans  les  formules  qui  se  rapportent  aux  va- 
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leurs  de  a,  b , c , d , il  n’est  point  nécessaire 
de  savoir  le  signe  que  l’on  doit  donner  à chacun 
dfeux , puisque  les  expressions  qui  les  repré- 
sentent, se  changent  les  unes  dans  les  autres 
lorsque  deux  radicaux  viennent  à changer  de 
signes  à la  fois  , il  suffit  seulement  de  savoir 
si  ces  radicaux  doivent  être  pris  f l’un  positi- 
vement et  les  deux  autres  positivement  ou,  né- 
gativement, ou  bien  le  premier  négativement, 
et  les  deux  autres  positivement  ou  négative- 
ment; ainsi  cette  question  se  réduit  à trouver 
le  signe  que  doit  avoir  lç  produit  des  trois  ra- 
dicaux 

ou , ce  qui  revient  au  même , à trouver  le 
signe  du  produit  de 

{ a + à}  { a+  c}  { <z-+-  J}, 

puisque 

, S/z'  l/a"  ^"=8  {a  -f  6}  { a+c  ^ { a *+-c£  y : 

or  < ■ • r-r  . •”r- 

{a  -j-  6]  [a  + e } = a (a  + i + c}  + ic  ; 

ainsi  • x 

{a-t-i} . {a+c}  • = 

«*{«  4-64-c  + i/}  - \-abc  -f-  abd  -f  acJ  bcd  = 
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par  conséquent  il  ne  fout  admettre  que  les  com- 
binaisons de  signes  pour  lesquels  le  produit  des 
radicaux  est  de  signe  contraire  à q , d’ou  il  ré- 
sulte que  le  premier  système  doit  être  rejeté, 
et  le  second  admis  lorsque  q est  positif,  tandis 
qu’au  contraire  le  premier  doit  être  admis  et  le 
second  rejetë  lorsque  q est  négatif,  et  si  dans  l’un 
et  l’autre  cas  la  réduite  n’a  point  de  racines  né-- 
gatives  ; mais  si  elle  en  avait,  le  contraire  aurait 
lieu , car  deux  radicaux  devenant  imaginaires,  il 
faudrait,  afin  que  le  produit  des  radicatix  soitde 
signe  contraire  à q , avoir  recours  au  premier 
système  lorsque  q est  positif  et  n’admettre  que 
les  formules  du  second  lorsque  5 est  négatif. 

i85.  Pour  éviter  toute  difficulté  et  toute  espèce 
d’ambiguité  il  n’y  a qu’à  substituer  à l’un  des 
radicaux  sa  valeur  tirée  de  l’équation 

•.  S/*'  y/f  y*-"  =*  — g* 

et  on  aura  pour  l’expression  de  l’une  quel- 
conque des  racines 

* — w + y*"  — ya»‘> 

z'et  z"  étant  deux  racines  quelconques  de  la 
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réduite,  et  prenant  successivement  les  deux 
«radicaux  \Zz'  et  [/z”  en  plus  et  en  moins. 

i84.  L’analyse  que  nous  avons  employée 
pour  résoudre  leséquations  du  troisième  degré , 
en  identifiant  la  proposée  avec  celle  qu’on  ob- 
tient en  élevant  au  cube  une  équation  du  pre- 
mier , peut  servir  à former  une  équation  du 
quatrième  degré  qui  soit  comparable  avec  l’é- 
quation générale  de  ce  degré  ; mais  comme  pour 
établir  cette  comparaison,  il  faut  qu’il  y ait 
autant  d’indéterminées  qu’il  y a d’équations  à 
établir , il  faut,  à cause  que  l’équation  du  qua- 
trième degré  a quatre  coefficiens  arbitraires , 
que  l’équation  du  premier  degré  ait  un  pareil 
nombre  d’indéterminées, 

j85.  Soit  donc  posée  l’équation 

ar  — a -J-  b -f-  ç *f"  ttj, 


si  on  fait  passer  d du  second  membre  dans  le 
premier, et  qu’ensuite  on  élève  les  deux  membres 


au  carre , on  aura 


{a:  — d = { a*-)-i4-{-c*}4-a{ai-f-ac4-éc}î 


si  dans  cette  équation  on  Ê»it  passer  ay-\-b*-\-cx 
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du  second  membre  dans  le  premier , et  qu’en- 
suite  on  élève  les  deux  membres  au  carré*, 
on  aura 

{x  rf}4— 2{<za+ia+ea}{x— c?}a+{a+aia4-  c»}»  == 
4{  a'-j-i’+ûV+i*®* }+  8aôc{  a-f-i+c}  • 

Si  on  remplace  a -f-  b -f-  c qui  multiplie  8ab 
par  sa  valeur  x — d,  et  qu’on  fasse  passer 
tous  les  termes  dans  le  premier  membre , on 
aura  une  équation  complète  du  quatrième  de- 
gré, dont  une  racine  sera  connue  , et  à la- 
quelle on  pourra  comparer  l’équation  générale 
de  ce  degré  ; le  résultat  de  cette  comparaison 
fournira  autant  d’équations  que  d’indéterminées, 
et  comme  aucunes  d’elles  ne  rentrent  l’une 
dans  l’autre , elles  seront  en  nombre  suffisant 
pour  déterminer  quelles  sont  les  fonctions  des 
coefficiens  qu’il  faut  prendre  pour  a , b , c x 
d,  afin  que  leur  somme  satisfasse  à l’équation 
proposée. 

186.  Si  dans  l’équation  qu’on  vient  de  former, 
on  fait  d=o,  on  aura  une  équation  du  quatrième 
degré  sans  second  terme,  et  douta  -f-  b -j-ç 
sera  une  racine  , cette  équation  sera 

x * — 2(0“  -f-  b1  -|-ca|xa — 8 abex  + {«*  + £a  -j-  c1} 

— 4{<*aèa  -f-  a“c*  — iac*  }=o; 
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si  on  la  compare  avec  l’équation 

ar*  px*  + qx  4 r = o , 

jon  en  déduira  les  suivantes 

o»  _L  6*  4 c»  — _ £ 

a'b * 4 flV  + 5*c*  — • 

16 

cic=“8 

i87-La première  deces  trois  équations  donne 
la  somme  des  carrés  des  parties  dans  lesquelles 
on  conçoit  que  la  racine  se  trouve  décomposée, 
la  seconde  donne  la  somme  des  produits  deux 
à deux  des  carrés  deces  mêmes  parties,  et  de  la 
troisième  on  peutendéduire  leproduit  des  carrés 
de  ces  parties,  ainsi  lé  carré  de  chacune  d’elles  est 
racine  d’une  équation  du  troisième  degré  dont 

le  coefficient  du  second  terme  serait  égal  à 2» 

dontle  coefficient  du  troisième  terme  serait  égal  à 

- — et  dont  le  dernier  terme  serait  égal  à 
10  ° 

— ~ Si  donc  on  désigne  l’une  quelconque  des 
parties  par  z,  cette  équation  sera 
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et  c’est  de  sa  résolution  que  dépend  la  connais- 
sance des  racines  de  l’équation  du  quatrième 
degré;  or  le  dernier  terme  de  cette  équation 
étant  négatif,  il  faut  que  l’une  des  racines  soit 
positive  et  que  les  deux  autres  soient  à la  fois 
positives , négatives  ou  imaginaires , si  elles 
sont  positives  ou  composées  d’une  partie  réelle 
et  d’une  partie  imaginaire , et  que  q soit  positif, 
les  racines  de  la  proposée  seront  données  par 
les  formules  suivantes 

a -f-  b — c,  a — b c , 

— a ~j-  b -f-  c , — a — b — c, 

puisque  le  produit  des  trois  parties  dans  les- 
quelles se  décompose  chaque  racine , doit  être 
de  signe  contraire  à q , ainsi  qu’il  résulte  de 

l’équation  abc  = — | ; mais  si  deux  des  ra- 
cines de  la  réduite  sont  négatives,  il  faudra,  à 
cause  que  le  produit  des  quantités  b et  c prises 
indépendamment  d’aucun  signe , est  négatif , 
que  les  quantités  soient  précédées  toutes  trois 
du  signe  +,  ou  que  deux  quelconques  d’entre 
elles  soient  affectées  du  signe  — ; ainsi  dans 
ce  cas  les  formules  dont  il  faudra  se  servir  pour 
obtenir  les  racines  seront 
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a 4"  fi  Cj  a ~~~  fi  c « 

— a -f-  fi  — c,  — a — fi  + c; 

si  g était  négatif  au  lieu  d’être  positif,  il  fau- 
drait se  servir  des  quatre  dernières  formules 
lorsque  b‘  et  c’ sont  positifs  ot#  imaginaires,  et 
employer  les  quatre  premières  lorsque  ces 
mêmes  quantités  sont  négatives. 

188.De  ces  formules  il  résulte,  1 “que les  racines 
d’une  équation  du  quatrième  degré  sont  toutes 
réelles  lorsque  les  racines  de  la  réduite  sont 
toutes  réelles  et  positives  ; 20  que  les  racines 
de  la  proposée  sont  toutes  imaginaires  lorsque 
deux  des  racines  de  la  réduite  sont  réelles  et 
négatives,  à l’exception  du  cas  où  ces  dernières 
seraient  égales;  dans  ce  cas  deux,  des  racines 
de  la  proposée  sont  réelles  et  égales,  et  les 
deux  autres  sont  imaginaires;  3°  que  deux  des 
racines  de  la  proposée  sont  réelles  et  deux 
imaginaires  lorsque  deux  des  racines  de  la  ré- 
duite sont  imaginaires  ; 4°  enfin  qu’il  y a au- 
tant de  racines  égales  dans  la  proposée  qu’il  y 
pn  a dans  la  réduite. 

18g.  Si  on  voulait  obtenir  l’expression  des  ra- 
pines de  l’équation  proposée  en  fonction  de  demç 
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quelconques  des  racines  de  la  réduite , on  le 

pourrait  facilement,  car  de  l’équation 

«*  + J*  + c»  = - Ç , 

on  tire 

i*  + C*  = - a*  - ? ; 

• * • , a 

d’ailleurs  de  l’équation 


il  en  résulte  celle-ci 

flic  = — 

4 a 

si  l’on  ajoute  et  que  l’on  retranche  successive- 
ment cette  dernière  équation  de  celle  qui  la 
précède,  on  aura  deux  équations  qui  donneront 
en  extrayant  la  racine  carrée  de  chaque  membre 


si  on  porte  ces  valeurs  de  b *4-  c et  de  6—  c 
dans  les  formules 

* •.  * ' ' ‘ r 

a±.{b — c},  — adb{i+c), 
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on  aura  pour  déterminer  les  quatre  racines  de 
l’équation  proposée , les  formules  suivantes 

« = -o±  v/{ -«•-5  + ^}; 

lesquelles  rentrent  dans  celles  de  l’article  160, 
et  qui  n’en  diffèrent  que  parce  que  les  valeur* 
de  z qui  sont  les  racines  de  l’équation 


a6  + apz*  + { P*  — 4r  } za  — q*  = o 


sont  doubles  des  racines  jde  l’équation 


190.  Les  formules  que  nous  venons  de  donner 
sont  simples , mais  il  est  un  cas  qui  dans  l’ap- 
plication pourrait  embarrasser , c’est  celui  où 
la  quantité  a serait  nulle,  car  la  quantité  q 

étant  aussi  nulle,  la  fraction  —qui se  trouve 

4 a 1 


sous  le  radical,  se  présente  sous  la  forme 
Pour  trouver  la  valeur  de  cette  fraction,  il  faut 
chercher  celle  de  b~  qui  lui  est  égale  , et 


Digitized  by  Google 


286  MÉLANGES 

recourir  pour  avoir  cette  defnière  quantité,  à 
l’équation  • 

o*  £*  -f  c»  c*  -f  b%  c*  = f 

qui  se  réduit,  à cause  de  a = o,  à la  suivante 


d’où  l’on  en  déduit 

' * . • ••  /.  • 

be  _ vV  — 4r. 

4 ~ 76 

reportant  cette  valeur  dans  les  formules  don- 
nées plus  haut , on*  aura  les  racines  de  la  pro- 
posée, comme  on  peuts’en  assurer  en  résolvant 
l’équation  directement , c’est-à-dire  sans  avoir 
recours  à aucune  équation  auxiliaire,  ce  qui  se 
peut  foire,  puisque  l’équation  se  trouve  être  du 
nombre  de  celles  qui  peuvent  se  résoudre  à la 
manière  du  second  degré. 

191.  Si  dans  les  équations  de  l’article  (i5g)  on 
substitue  pour  y sa  valeur  tirée  de  l’équation 

. • * = v{  *y— p)> 

' * 

on  trouvera  que  l’équation  , 

ad  -f-  px*  + qx  -f-  r = o. 
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résulte  du  produit  des  deux  suivantes 

x*  — zx  — }-  - — h - ~h  ~ ~ o 

a a ae 

x*  4*  + — -h  - — — — 0 . 

3 2 2* 

en  supposant  que  la  quantité  z soit  déterminée 
de  manière  à satisfaire  à l’équation 

ze  4-  zpz*  4-  { p a — 4 r)  z*  — 9“  = O. 

192. Si  dans  chacun  des  facteurs  dontnous  ve- 
nons de  parler, on  remplace  la  quantité  z par  les 
racines  de  la  réduite , on  aura  les  six  facteurs 
du  second  degré,  par  lesquels  l’équation  propo- 
sée.peut  être  divisée.  Mais  s’il  arrivait  que  q fût 
égal  à zéro,  on  trouverait,  en  ayant  égard  à ce 
que  nous  avons  dit  dans  l’article  (190),  les  deux 
facteurs  du  second  degré  que  l’on  obtiendrait  en 
résolvant  l’équation  à la  manière  ordinaire  des 
équations  du  second  degré- pour  avoir  les  au- 
tres il  faudrait  tirer  les  valeurs  de  z*  de  l’équa- 
tion 

*>*  4-  2 pza  4-  p*  — 4r  = o , 

©•  substituer  les  valeurs  positives  de  z dans 
les  équations  données  dans  le  numéro  précé- 
dent ; mais  on  peut  obtenir  lès  quatre  autres 
formules  du  second  degré  aussi  bien  que  les 
deux  premières , sans  être  assujéti  à passer 
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par  aucune  équation  auxiliaire;  car  si  dans 
l’équation 

xK  + P*’  + <7  = o , 

on  fait  passer  px%  du  premier  membre  dans 
le  second , et  qu’on  ajoute  rfc  2X*  [/  q aux  deux 
membres  de  la  nouvelle  équation , on  aura 

•r4  ± ÿq  +q  = x1.  {—  p ±.  ïÿq}, 

d’où  l’on  tire 

a?  ±.  \/q  — ±x.  [/  {—  p ±,  a v/?}  : 
de  cette  équation  il  s’ensuit  que  la  proposée 
peut  résulter,  non-seulement  du  produit  des 
deux  facteurs  dont  nous  avons  déjà  parlé , mais 
encore  du  produit  des  deux  que  voici 
a?  — x [/  { — p *+-  2 l/ç}  + \Z<1 

s1  + xv/{-p  + + V<i  » 

ou  du  produit  des  deux  suivans 

— * V {—  p — at/ç}—  Vÿ 
x*  + x V {—P  — 2V/<?}  — Vl ; 
s’il  arrivait  que  p * — 4 r fût  négatif,  les  quatre 
racines  seraient  imaginaires,  et  l’équation  pro- 
posée ne  pourrait  résulter  que  d’une  seule  ma- 
nière du  produit  de  deux  facteurs  réels  du  se- 
cond degré;  c’est  de  l’égalité  à zéro  de  chacun  de 
ces  derniers  fac  teurs  qu’on  obtiendra  les  racines 
de  l’équation  du  quatrième  degré  sous  la  forme 
ajf.  b y' — i.Les  quantités  a et  à étant  réelles. 
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Résolution  de  quelques  classes  d’équations 
, d’un  degré  quelconque . 

• 

ig3.  La  résolution  algébrique  des  équations 
ayant  offert,  dès  le  cinquième  degré,  une  sorte 
de  barrière  aux  efforts  des  analystes,  ils  ont 
dù  chercher  si  parmi  les  équations  d’un  degré 
supérieur  au  quatrième , il  n’y  en  aurait  pas 
quelques-unes  dont  la  difficulté  serait  moindre, 
ou  dont  la  détermination  des  racines  dépendrait 
de  celles  des  équations  qu’on  sait  résoudre; 
c’est  aussi  ce  qu’ils  ont  fait,  et  ils  sont  par- 
venus à en  trouver  plusieurs;  mais,  malgré 
leurs  tentatives,  ces  sortes  d’équations  sont  si 
peu  nombreuses , qu’il  reste  encore  beaucoup 
à desirer  sur  cet  objet. 

194.  Parmi  les  équations  dont  on  aune  solution 
complète,  se  trouvent  celles  qu’on  connaît  sous 
le  nom  d 'équations  binômes , et  qui  sont  ainsi 
nommées  parce  qu’elles  ne  contiennent  qu’une 
seule  puissance  de  l’inconnue  et  un  terme 
connu;  elles  sont  toutes  comprises  dans  la 
formule  xm — a™=o,  lorsque  le  dernier  terme 
est  négatif,  et  dans  la  formule  ac"-f-am  = o , 
lorsque  le  dernier  terme  est  positif. 

19 


1 
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ig5.  La  méthode  que  nous  allons  exposer 
pour  résoudre  les  équations  binômes,  repose 
sur  un  théorème  très-remarquable  dans  l’ana- 
lyse; il  consiste  en  ce  que  la  puissance  d’un 
degré  quelconque  d’une  expression  de  la  forme 

cos  a -f-  l/ — i.sin  a 

est  une  expression  semblable  à cette  dernière 
et  clans  laquelle  l’arc  est  multiplié  par  le  degré 
de  la  puissance.  Pour  le  démontrer , considé- 
rons les  deux  facteurs  semblables 

cos  a 4-  1/-  i .sin  a et  cos  b -f-  \/  — 1 . si  a b ; 

si  on  les  multiplie  enXr’eux , le  produit  qui  en 
résultera  sera  égal  à 

cos  {a  + — î.sin  [a  -f-  b}, 

et  par  conséquent  ne  différera  de  l’un  ou  de 
l’autre  des  deux  premiers  facteurs,  que  parce 
qu’au  lieu  de  l’un  des  arcs  il  y aura  la  somme 
des  deux  arcs.  Si  on  multiplie  ce  produit  par 
cos  c -h  t/  — 1 . sin  ç , celui  qui  eu  résultera 
sera  égal  au  précédent , dans  lequel  on  subs- 
tituera au  lieu  de  a-i-b,  la  somme 
des  trois  arcs,  de  sorte  que  les  produits  des 
trois  facteurs 

cos — i . sina,  co ib-\-ÿ—i.»inb , oosc-f-y'— î.sine. 
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sera  égal  b 

cos  {a  -f-  b •+•  c)  •+•  V/—  ï-s>n  {a  -f-  fc  + c} , 

en  continuant  à raisonner  d(?  la  même  ma- 
nière, on  verra  qu’en  quelque  nombre  que 
soient  les  facteurs  qu’on  multiplie,  le  produit 
sera  toujours  égal  au  cosinus  de  la  somme  de 
tous  les  arcs , plus  le  sinus  de  la  somme  de 
tous  les  arcs  multiplié  par  )/ — 1. 

196.  Si  on  suppose  que  tous  les  arcs  soient 
égaux  à a,  et  qu’ils  soient  en  nombre  m,  on  aura 

{cos  a + \/ — 1 .sin  a}"  ==  cos  ma  *}-  V—  1 .sin  ma  , 

Si  on  prend  le  radical  en  moins , on  aura 
aussi 

{cos  a — V—  1 . sia  a}"  s=  cpg  ma  — \/-~  1 .sin  ma; 
or 

{cos  a -f-  Ÿ — 1 .sin  a}m  { cos  a — \/ — î .sin  0}"=  1 ; 
ainsi 

|cos  a . sin  a}m  = {cos  a + V — 1 • «in  a }~m. 

par  conséquent 

{ cosfi  -J-  J/ — î.gin  p c=,tfos  pta  •—  y — >,sin  ma. 

19.. 
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197.  La  formule  que  nous  venons  de  démon- 
trer lorsque  le  nombre  m est  entier , a encore 
lieu  lorsque  le  nombre  m est  fractionnaire , 
car  on  a 

a . . a 

casa  + V — » .sma  = cos  n . - •+•  V~~  1,8111  ”• 

or  le  second  membre  de  celte  dernière  équa- 
tion est  égal  à 

{cos  - + i.«n  -}  , 

ainsi  on  aura 

. c « , , . ff)* 

cos  a -f-  l/—  1,8111  a—  j cos  - •+-  y — 1 . sm  - | -, 

si  on  tire  la  racine  niime  de  chaque  membre,  et 
qu’on  élève  l’équation  qui  en  résulte  à la  puis- 
sance m,  on  aura 

, , •»-  ma  , , '.ma 

f cos  a + V — 1 • Sln  a } “ = cos  — + V — 1 • s,n  — > 
v 1 r J n n 

ainsi  la  formule  est  démontrée  pour  toutes  les 
valeurs  rationnelles  positives  ou  négatives  de 
l’exposant  ; il  ne  reste  plus  qu’à  considérer  le 
cas  où  cet  exposant  est  rationnel.  Pour  se 
former  une  idée  nette  de  ce  cas , il  faut  cou- 
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sidérer  l’expression  dont  il  s’agit  comme  un 
symbole  qui  tient  lieu  de  la  série  qu’on  obtient 
lorsqu’on  soumet  les  grandeurs  qui  s’y  trouvent 
aux  mêmes  opérations  que  si  l’exposant  était 
rationnel , ce  qui  revient  à la  regarder  comme 
étant  la  limite  vers  laquelle  tend  continuelle- 
mentlamême  expression  à mesuré  qu’on  prend 
pour  m une  suite  de  grandeurs  commensu- 
rables  qui  vont  en  s’approchant  indéfiniment 
de  cette  dernière  quantité  5 ainsi  la  proposition 
à établir  consiste  à faire  voir  que  si  on  déve-. 
loppe  suivant  les  lois  du  binôme 

, {cos  a -f-  \/ — î sin  a}'1 

comme  si  le  nombre  n étoit  rationnel , le  ré- 
sultat se  composera  de  deux  espèces  de  termes, 
les  uns  réels,  et  les  autres  imaginaires,  de  sorte 
que  la  somme  des  premiers  sera  égale  à cos  ma, 
et  celle  des  seconds  égale  au  produit  de  \/ — 1 
par  sin  ma.  Pour  le  démontrer,  considérons 
la  série  qui  résulterait  du  développement  de 

{cos  a -f-  \/ — i!sin  a}'", 

si  le  nombre  m était  rationnel.  Si  on  y subs- 
titue successivement  au  lieu  de  m deux  quan- 
tités rationnelles-  et  J l’une  plus  grande-, 
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l’autre  plus  petite  que  le  nombre  m,  on  aura  deux 
séries  dont  les  termes  correspondans  com- 
prendront celui  qui  occupe  le  même  rang  dans 
lapremièrejparconséquent  la  sommedes  termes 
réels  de  cette  dernière  série  aura  une  valeur 
quisera  toujours  comprise  entre  celle  des  termes 
des  deux  autre*  séries,  quelque  rapprochées 


d’ailleurs  que  soient  les  quantités  £ et  £ ;ainsl 
elle  sera  comprise  entre  cos -a  et  cos  - et 

* as 


comme  il  ne  peut  y avoir  que  ces  ma  qui  soit 
toujours  compris  entre  ces  deux  dernières  quan- 
tités , la  somme  des  termes  réels  de  la  série  dont 
il  s’agit  est  égale  à cos  ma.  On  démontrera  de 
la  même  manière  que  la  somme  des  termes 
qui  sont  multipliés  par  y/ — 1 dans  la  première 
série,  est  égale  à y'— 1 .sin  ma  -,  par  conséquent 
on  aura,  quel  que  soit  le  nombre  m, 

{co9  a -f-  V — i . sin  a.m  } = cos  ma  -f- \/  — 1 . sin  ma. 


ig8.  Revenons  maintenant  à la  résolution 
des  équations  binômes.  Si  dans  chacune  des 
équations 


xm  — ■ am  = o et  Æm  + a"  = o» 


©n  substitue  a { cos  <p  + \/ — 1 ,sin  <p  } au 
lieu  de  x,  les  résultats  de  ces  deux  substitu- 
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fions  seront  respectivement 

am  { cos  mtp  V — 1 'sm  — 1 } 
am  { cos  mip  + V — 1 . sin  m®  + 1 } ! 

par  conséquent  on  satisfera  à la  première 
équation,  en  prenant  pour  Tare  m<p  un  multiple 
quelconque  de  la  circonférence , et  à la  seconde, 
en  prenant  pour  rh<p  un  multiple  impair  de  la 
demi-circonférence  ; si  donc  on  désigne  par  c 
la  circonférence  dont  le  rayon  est  l’unité,  et 
par  k un  nombre  entier,  il  faudra , pour  que 
l’expression 

a { cos  ® -f»  yA—  i.sin  f 

soit  racine.de  la  première  équation,  qu’on  ait 

hc 

ma  = kc  ou  0 — — , 
m 

et  iJ  faudra,  pour  que  la  même  expression  soit 
racine  de  la  seconde , qu’on  ait 

kc  kc 

ma  = — ou  ® = — ; 
a am' 

ainsi  l’expression  générale  des  racines  de  la 
première  équation  est  donnée  par  la  formule 

x = a { cos  — 4-  ÿ—  1 .sia  — 
l m m > 
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et  celle  des  racines  de  la  seconde,  par  celle-ci 

/ .{36  -f-  i}c  , 

x = a -i  cos  A_. J — j_  1/  — ] . gin  i-  J. 

I 3 m ' r . am.  ) 

Si  on  fait  successivement  k =0, k =1, k =2 ,... 
tant  dans  la  première  formule  que  dans  la 
seconde,  on  trouvera  que  les  racines  de  la 
première  équation  sont:  «■ 

O.  { cos.  — + V — î.sin.  — i 

[ Ta  v mi 

{2  c , . . ac  ) 

cos.  — + y — î.sin.  — > 

m ml 

a.  { cos.  — + V — 1 -“n  • J 

l ' m m J 


et  que  celles  de  la  seconde  sont  : 

a.  < cos.  — + l/—  i.sin.  — l 
Izm  277i  J 

( 3e  . 3c  \ 

a.  .J  cos.  — -f-  1/ — î.sin.  — > 

l 2771  " * 2771  | 

{5 C , , . 5c  1 

cos.  — y—  î.sin  . — v 

277i  r xm  J 


de  sorte  que  les  racines  de  l’une  et  de  l’autre 
peuvent  s’exprimer  avec  les  lignes  angulaires. 
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qui,  dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  a,  cor- 
respondent à celles  qui , dans  ces  formules , 
sont  prises  dans  le  cercle  dont  le  rayon  est 
l’unité. 

îgg.Pour  construire  la  partie  réelle  et  la  partie 
qui  est  affectée  de  \/  — 1,  dans  l’expression 
de  chacune'  des  racines  de  la  première  équa- 
tion, il  faudra,  dans  le  cercle  dont  le  rayon 
est  a,  chercher  un  arc  qui  soit  à la  circonfé- 
rence , comme  l’unité  est  au  nombre  m , puis 
porter  cet  arc  successivement  sur  la  circonfé- 
rence, à partir  d’un  point  quelconque  pris  pour 
origine,  jusqu’à  ce  qu’on  soit  revenu  au  point 
d’où  l’on  est  parti,  afin  d’obtenir  les  multiples 
successifs  de  cet  arc  ; les  sinus  et  les  cosinus 
des  angles  qui  correspondent  aux  points  de 
division  , détermineront  respectivement  les 
parties  réelles  et  les  coefficiens  de  \/  — i 
dans  les  racines  de  la  première  équation. 

200.  La  construction  précédente  fait  voir  que 
parmi  les  racines  qui  résultent  delà  substitution 
des  nombres  o,  1,  2,  5, dans  l’expres- 

sion générale  des  racines , il  n’y  en  a aucune 
qui  rentre  dans  les  précédentes,  tant  que 
l’on  n’est  point  revenu  au  point  d’où  l’on  est 
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parti  ; car  si  les  arcs  qui  résultent  des  diffé- 
rentes hypothèses  faites  sur  k , ont  le  même 
cosinus , les  sinus  sont  de  signes  différens  ; et 
si  les  arcs  ont  des  sinus  égaux , les  cosinus 
sont  de  signes  contraires.  La  même  construc- 
tion fait  voir  aussi  qu’il  est  inutile,  lorsque  m 
est  un  nombre  entier , de  donner  à k des  va- 
leurs plus  grandes  que  m-—  1,  puisque  cette 
supposition  ferait  revenir  sur  les  même3  points 
de  division  qu’auparavant,  et  par  suite  retom- 
ber sur  les  mêmes  racines.  On  voit  aussi  que 
les  racines  qui  correspondent  à des  valeurs 
de  k,  dont  la  somme  est  m — x,  ne  different 
entr’elles  que  par  le  signe  de  la  partie  ima- 
ginaire , puisque  les  arcs  qui  correspondent  à 
deux  valeurs  de  k , dont  la  somme  est  m — i , 
valent  une  circonférence , et  que  de  semblables 
arcs  ont  le  même  cosinus  et  des  sinus  égaux 
et  de  signes  contraires  ; si  donc  on  affecte 
chaque  radical  du  double  signe , il  ne  sera  point 
nécessaire  de  donner  à k toutes  les  valeurs 
comprises  depuis  zéro  jusqu’à  m — 1,  puis- 
qu’on reviendrait  sur  les  mêmes  racines,  à 
cause  que.  celles  qui  sont  données  par  la  subs- 
titution de  la  première  moitié  des  nombres 
o,  1,  a,  ...  m — 1,  ne  different  de  celles  qui 
sont  données  par  la  seconde  moitié,  que  par 


Digitized  by  Google 


D’ANALYSE.  99g 

le  signe  de  la  partie  imaginaire;  ainsi  il  Suffira 
de  substituer  successivement  pour  k , dans 
l’expression  générale  des  racines , tous  les 
nombres  entiers  compris  depuis  zéro  jusqu’à 
la  moitié  du  nombre  m , si  cê  nombre  est 
pair,  et  depuis  zéro  jusqu’à  la  moitié  de  m — 1 , 
si  le  nombre  m est  impair,  pourvu  que  dans 
l’un  et  l’autre  cas,  l’on  regarde  comme  simples 
les  racines  qui  sont  données  par  les  valeurs 
de  k qui  font  disparaître  la  partie  imaginaire; 
dans  le  premier  cas , c’est-à-dire , lorsque  le 
nombre  m est  impair , l’équation  a deux  ra- 
cines réelles  qui  sont  -f-  a et  — a , dans  le  se- 
cond cas , une  seule  racine  est  réelle  et  égale 

* 1 * 

a + «. 

aoi  .Sion  veut  construire  eûligne  la  partie  réelle 
qui  entre  dans  l’expression  de  chacune  des  ra- 
cines de  la  seconde  équation,  ainsi  que  la  par- 
tie qui  est  multipliée  par  y/ — 1 , dans  chacune 
d’elles,  on  divisera  le  cercle  dont  le  rayon  est 
a fig.  (7)  en  autant  de  parties  égales  qu’il  y 
a d’unités  dans  le  double  du  degré  de  l’équa- 
tion ; puis  à partir  d’uï»  point  de  division  pris 
pour  origine,  et  en  allant  dans  le  même  sens, 
on  écrira  surces  points  de  division  les  nombres 
o,  1 , 3 , 3 . . . . . jusqu’à  ce  -qu’on  soit  revenu  au 
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point  d’où  l’on  estparti  : les  cosinus  des  arcs  qui 
correspondent  aux  points  de  divisions  qui  ont 
un  numéro  impair,  représentent  les  parties 
réelles  des  racines,  et  les  sinus  des  mêmes  arcs 
représentent  les  coefficiens  de  1/  — 1 dans  les 
mêmes  racines.  La  construction  précédente 
feit  voir  aussi  qu’augunes  des  racines  qui  ré- 
sultent des  différentes  hypothèses  faites  sur  À-, 
ne  rentrent  l’une  dans  l’autre  lorsque  le 
nombre  k est  pris  parmi  les  nombres  o,  1 , 
2 , m — 1 , puisque  tous  les  arcs  qui  ré- 

sultent de  cette  substitution,  sont  moindres 
qu’une  circonférence , et  que  deux  arcs  moin- 
dres qu’une  circonférence , ne  peuvent  avoir 
à-la-fois  le  même  sinus  et  le  même  cosinus; 
ainsi , aussitôt  qu’on  substituera  pour  k des 
nombres  plus  grands  que  m — 1 , on  retombera 
sur  les  racines  qü’on  a obtenues  par  les  pre- 
mières substitutions  ; c’est  d’ailleurs  ce  que 
montre  la  construction  précédente , car  aussi- 
tôt qu’on  substituera  pour  k des  nombres  plus 
grands  que  m — 1 , on  reviendra  sur  les  points 
de  division  par  lesquels  on  a déjà  passé;  on 
voit  de  plus  qu’autant  il  y a de  points  de  divi- 
sion au-dessus  du  diamètre  qui  passe  par  l’ori- 
gine , autant  il  y en  a au-dessous , puisque  si 
après  avoir  parcouru  toute  la  circonférence 


Digitized  by  Google 


d’analyse.  3oi 

dans  un  certain  sens,  on  la  parcourt,  à partir 
du  même  point  et  avec  la  même  ouverture  de 
compas  dans  un  sens  rétrograde,  on  repasse 
sur  les  mêmes  points  qu’on  a parcourus  au- 
paravant; et  comme  ceux  qui  sont  situés  au- 
dessous  correspondent, perpendiculairementau 
diamètre  à des  points  de  division  situés  au- 
dessus,  il  en  résulte  que  les  racines  imaginaires 
qui  correspondent  à des  arcs  dont  la  somma 
est  égale  à une  circonférence,  ou  qui  corres- 
pondent à des  valeurs  de  k dont  la  somme 
est  ni — 1,  ne  different  entre  elles  que  par  le 
signe  de  la  partie  imaginaire , de  sorte  qu’en 
affectant  du  double  signe  =±=  le  coefficient  de 
{/ — x dans  l’expression  générale  des  racines, 
il  suffira  de  substituer  successivement  au  lieu 

de  k les  nombres  o,  1 , 2,3, jusqu’à  la 

moitié  du  nombre  m,  si  m est  pair,  et  jusqu’à 
la  moitié  de  m — 1,  si  m est  impair*  pour  les 
avoir  toutes;  mais  il  faudra  ici  comme  plus 
haut  (200),  considérer  comme  simples  les  racines 
qui  correspondent  aux  valeurs  de  k qui  font 
disparaître  la  partie  imaginaire , puisque  le 
résultat  ne  correspond  plus  à deux  substitu- 
. tions  différentes;  et  comme  la  partie  imaginaire 
ne  peut  disparaître  qu’autant  que  les  sinus  des 
arcs  qui  correspondent  aux  nombres  substi- 
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tués  pour  k sont  nuis , et  que  les  sinus  ne  sont 
nuis  qu’aux  extrémités  du  diamètre,  il  en  ré- 
sulte que  dans  le  cas  de  m pair,  l’équation 
ne  pourra  avoir  de  racines  réelles , et  que  dans 
le  cas  de  m impair , elle  ne  pourra. en  avoir 
qu’une  seule,  laquelle  sera  égale  à — <z. 

202.  Cette  méthode  pour  trouver  les  racines  des 
équations  binômes  est  aussi ‘applicable  au  cas 
où  l’exposant  est  irrationnel,  et  par  conséquent 

à une  équation  interscendante , telle  que 

x'"'3 — 1 = 0,  quoique  par  aucune  opération 
géométrique  ou  ne  puisse  trouver  un  arc  qui 
soit  à la  circonférence  comme  l’unité  est  à i/5j 
mais  comme  l’arc  n’en  existe  pas  moins,  et 
qu’il  ne  peut  être  une  partie  aliquote  de  la  cir- 
conférence., ou  d’un  multiple  de  la  circonfé- 
rence , il  en  résulte  qu’une  semblable  équation 
u une  infinité  de  racines , puisqu’en  continuant  la 
division  par  des  circuits  continuels,  onne  retom- 
bera  jamais  sur  les  mêmes  points  de  division. 
Parmi  ces  racines,  aucune  n’est  assignable  en 
nombres,  excepté  la  première  qui  est  égale  à 
l’unité , toutes  les  autres  sont  imaginaires  : 
mais  comme  on  peut  parcourir  la  circonférence 
en  deux  sens  différens,  onvoitque  les  divisions 
obtenues  les  unes  en  allant  dan6  up  sens,  les 
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autres  en  allant  dans  un  sens  contraire,  doivent 
correspondre  au  même  point  du  diamètre  qui 
passe  par  l’origine,  et  que  cette  équation  a 
aussi  des  racines  conjuguées. 

ao5.  En  raisonnant  à peu  près  de  la  même  ma- 
nière qu’on  vient  de  le  faire , on  trouvera  lors- 
que m est  irrationnel,  que  l’équation  *"•+  x =o 
a un  nombre  infini  de  racines  imaginaires  con- 
juguées et  inégales,  et  qu’elle  ne  peut  avoir  au- 
cunes racines  réelles. 


ao4.  Si  on  multiplie  ensemble  les  facteurs  du 
premier  degré  qui  correspondent  aux  racines 
conjuguées 


{kc  , . .kc) 

cos  ■ — 4-  y — 1 . sis  — V 
m m J 

f kc  . . kc  î 

a 4 cos  — — 1/ — 1 . sm  — J. 

t m m J 


qui  appartiennent  à l’équation  — an  = o , 
on  aura  un  trinôme  qui  sera 


kc 

cc*  — zax  co s — -4-  a *. 

m 


et  qui  donnera  successivement  tous  les  fac- 
teurs réels  du  second  degré  qui  correspondent 
aux  racines  conjuguées  de  cette  équation  iors- 


Digitized  by  Google 


5o4  mélanges 

que  pour  h on  substituera  successivement  la 

suite  naturelle  des  nombres  1 , a , 3 . . . jusqu’à 

m~  a,  si  le  nombre  m est  pair , et  jusqu’à 

— Y 3 si  ce  même  nombre  est  impair.  Si  on 

' fait  ces  substitutions , on  trouvera  que  les  fac- 
teurs du  second  degré  qui  correspondent  aux 
racines  conjuguées  sont 

x* 

. 3? 

X* 


En  les  multipliant  entr’eux  et  par  les  facteurs 
X — a et  x + a si  m est  pair,  et  par  le  fac- 
teur x — a seulement  si  m est  impair,  on  aura 
un  produit  qui  sera  égal  à xm  — a". 

kc 

2o5.Si  dansle  trinôme  x* — iax  cos  — -f-a*,on 

m 7 

avait  substitué  pour  k tous  les  nonibres  o,  î , 
a , . . . jusqu’à  m — î , on  aurait  obtenu  une 
suite  de  facteurs  réels  du  second  degré,  parmi 
lesquels  ceux  qui  correspondent  aux  racines 
conjuguées  se  seraient  trouvés  deux  fois , tan- 
dis 
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dis  que  les  autres  ne  s’y  seraient  trouvés  qu’une 
seule  fois;  et  comme  ces  derniers  sont  les 
carrés  des  facteurs  réels  du  premier  degré , il 
en  résulte  que  xm  — am  est  égal  à la  racine 
carrée  du  produit  de  tous  les  trinômes  qu’on 
obtiendrait  si  dans  le  premier  on  substituait 
successivement  pour  le  nombre  k tous  ceux 
qui  sont  compris  dans  la  suite  o.  1 , . .m — 1 . 

206.  Du  résultat  analytique  auquel  on  vient 
«d’être  conduit  , et  de  ce  que  le  trinôme 

kc 

jc*  — aax  cos  * f-  a‘t 

. m 

est  égal  au  carré  d’un  des  côtés  d’un  triangle 
dont  les  deux  autres  seraient  représentés  par 
a et  x,  et  dont  l’angle  compris  par  ces  derniers 

serait  égal  à ^ , il  en  résulte  que  si  on  inscrit 

dans  un  cercle  dont  le  rayon  esta,  un  polygone 
régulier  d’un  nombre  quelconque  de  côtés,  puis 
que  l’on  prenne  un  point  dans  le  plan  de  ce  cercle 
qui  soit  situé  de  manière  que  sa  plus  courte  dis- 
tance à la  circonférence  passe  par  un  des  som- 
mets du  polygone  , le  produit  de  toutes  les  dis- 
tances de  ce  point  a ux  sommets  du  polygone  sera 
égal  à la  différence  de  la  distance  de  ce  point  au 
centre  du  cercle  et  du  çayon  de  ce  même  cercle 
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élevés  respectivement  à une  puissance  mar- 
quée par  le  nombre  des  côtés  du  polygone. 

207.  Si  on  multiplie  deux  à deux  les  facteurs 
du  premier  degré  qui  correspondent  à deuft 
racines  conjuguées  de  l’équation  xn-{-  am  = o, 
on  aura  des  produits  qui  seront  de  la  forme  • 


{ ah  -f-  1 } c 

x * —*  2 ax  coa  ^ J (-<**, 


am 


et  qui  résulteront  tous  de  la  substitution  des 

nombres  o,  1 ,2 , 3 jusqu’à  la  place  de  k dans 

ce  trinôme,  si  le  nombre  m est  pair,  et  jusqu’à 

~ - si  m est  impair.  Si  on  multiplie  tous  ces 

facteurs  entre  eux , lorsque  le  nombre  m est 
pair , et  par  le  facteur  x + cl  lorsque  m est 
impair , le  produit  qui  en  résultera  sera  égal  à 

Xm  + (T. 

2o8.Si  dans  le  même  trinôme  on  avait  substitué 
tous  les  nombres  o,  1,  2. . . m — 1 , on  aurait 
obtenu  deux  fois  les  mêmes  trinômes  qu’on  a 
obtenus  dansl’article  précédent,  soit  que  m soit 
pair  ou  qu’il  soit  impair  ; de  plus,  comme  dans  le 
cas  de z»  impair,  l’un  décès  trinômes  est  égal  au 
carré  dex+a,  il  en  résulte  que xm-Jram est  égal 
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à la  racine  carrée  .du  produit  de  tous  les  ‘fac- 
teurs qui  proviennent  de«la  substitution  dont 
nous  venons  de  parler. 

209.  De  ce  que  nous  venons  de  dire,  il  résulte 
que  si  dans  un  cercle  dont  te  rayon  est  a , on 
inscrit  un  polygone  régulier  d’üh  nombre  quel- 
conque de  côtés,  puis  que  d’ün  point  pris  dans 
lejplan  de  ce  cercle,  et  dont  la  plus  courte  dis- 
tance à la  circonférence  passe  par  1e  milieu  de 
l’arc  soutendupar  un  des  côtés  du  polygone,  on 
mène  des  droites  au  milieu  des  arcs  soutendus 
par  tes  différens  côtés  de  ce  polygone,  1e  produit 
de  toutes  ces  droites  sera  égal  à la  somme  du 
rayon  et  de  la  distance'  de  ce  point  au  centre, 
élevés  chacun  à une  puissance  marquée  par  le 
nombre  des  côtés  du  polygone.  Ce  théorème 
ainsique  celui  de  l’art.  206, peuvent  être  compris 

dans  un  squl  que  l’on  peut  énoncer  ainsi. 

• 

Si  on  divise  une  circonférence  dont  le  rayon 
est  a en  2m  parties  égales , et  que  Von  dé- 
signe les  points  de  division  par  o , 1 , 2 
5,  etc. } o répondant  à V origine  ; puisque 
d’un  point  pris  sur  le  rayon  qui  passe  par 
l'origine  ou  sur  son  prolongement  considéré 
du  côté  de  cette  origine , on  mène  des  droites 
à tous  les  points  de  division , le  produit  de 

• 20. . 
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toutes  celles  qui  seront  menées  aux  nombres 
impairs  , sera  égal  à la  somme  des  puis - 
sances  m du  rayon  et  de  la  distance  de  ce 
point  au  centre , et  le  produit  de  toutes  celles 
qui  seront  menées  de  ce  même  point  aux 
nombres  pairs sera  égal  à la  différence  de 
ces  mêmes  puissances. 

Ce  théorème  remarquable  est  un  des  plus 
beaux  qu’on  ait  découverts  dans  le  commen- 
cement du  dernier  siècle  ; il  est  connu  sous  le 
nom  de  théorème  de  Côtes , parce  que  c’est 
à ce  géomètre  célèbre  qu’on  en  est  redevable. 

ai o.  Les  racines  de  l’unité  qui  proviennent 
de  l’équation  *"  -iz=o  étant  données  par 
la  formule 


kc  , • . kc 

coi  - + 

m m 


lorsque  pour  i on  y substitue  successive- 
ment les  nombres  o,  1 , a . . m — 1 , il  en 
résulte  à cause  de 


KC,  ^ kc  . ( c . . C 

cos J-  «m  — . l/—  1 = <cos  — y+i . nn  — } ; 

m m r l m r m ) 

que  toutes  les  racines  de  cette  équation  sont 
les  puissances  successives  de  la  première  de9 
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racines  imaginaires,  c’est-à-dire  de  celfe  qui 
correspond  au  plus  petit  arc,  de  sorte  que  cette 
dernière  étant  trouvée,  on  peut  avoir  toutes  les 
autres. 

211.  Lorsque  le  n ombre  w est  un  nombrepre- 
mier,iln’est  point  nécessaire  de  prendre  comme 
précédemment  la  première  des  racines  imagi- 
ginaires  pour  obtenir  toutes  les  autres,  car  une 
quelconque  d’entr’elles  peut  par  ses  différentes 
puissances  les  donner  toutes.  Poifr  le  faire  voir 
considérons  l’expression 


cos  — -f-  [/ — i .sin 
m . rn 


qui  est  propre  à représenter  une  quelconque 
des  racines  imaginaires  de  l’équation  xm — 1=0. 
Si  on  en  forme  la  puissance  du  degré,  k on 
aura 


* rc  i .y  ._  brc 

08  + Y — 1 • 8,n— • 


laquelle  sera  une  racine, quelque  soit  d’ailleurs 
le  nombre  entier  qu’on  substitue  pour  k , puis- 
qu'en  élevant  cette  expression  à la  puissance 
m on  obtient  l’unité  ; de  plus,  deùx  valeurs 
différentes  de  k moindres  que  m ne  peuvent 
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donner  le  même  résultat , puisque  si  à deux 
valeurs  différentes  de  k , que  nous  désignerons 
par  k'  et  k",  correspondaient  les  mêmes  racines, 
il  faudrait  que  k'r  et  k"r  étant  divisés  par  m , 
donnassent  le  même  reste , ce  qui  exigerait 
que  leur  différence  (k?  — k"  ) r fut  un  multiple 
de  7tt,  ce  qui  est  impossible,  sans  quoi  il  fau- 
drait à cause  que-  le  nombre  m est  premier 
par  rapport  à r,  que  la  différence  k! — Æ"!tit  di- 
visible par  m,  cequi  ne  peut  pas  avoirlieu , pui§- 
que  les  deux  nombres  k'  et  k'  par  hypothèse,  sont 
tous  deux  moindres  que  m;  ainsi  ou  peut  à l’aide 
de  l’une  quelconque  des  racines  imaginaires  de 
l’équation  xm — 1 = o,  obtenir  toutes  les  au- 
tres lorsquele  nombre  m est  un  nombre  premier. 

2i2.Sile  nombre  m est  le  produit  de  plusieurs 
nombres  premiers  tttèy.  * . on  peut  ramener  la 
détermination  des  racines  de  l’équation  xm  — 1 
— o à celle  des  racines  d’autant  d’équations  bi- 
nômes de  la  même  forme  que  la  précédente , 
qu’il  y a de  nombres  premiers  dans  le  nombre 
m , ces  équations  étant  respectivement  d’un 
degré  marqué  par  ces  nombres  premiers;  car  si 
on  prend  l’expression  générale  des  racines  de 
chacune  dés  équation^. 
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et  qu’on  les  multiplie  entr’elles,  on  aura  une 
expression  qui  sera  de  la  forme 

C0S  p-f  l/-‘-8in  fê  + f+l}e- 

et  qui  satisfera  à l’éqüation  proposée  quéls  que 
soient  d’ailleurs  les  nombres  entiers  représen- 
tés par  p , q,  r. . . Mais  si  on  fait  varier  ces 
dernières  quar^ps,  savoir  : p depuis  o jusqu’à 
*,  q depuis  o jusqu’à  /3,  r depuis  o jusqu’à  y , 
et  ainsi  de  suite,  il  sera  impossible  de  trouver 
deux  valeurs  de  la  fonction 

'P&y  ..  + 'q*y..+  ra$..  + etc., 

qui  étant  divisés  par  m donnent  le  même  reste* 
puisque  si 


et 


p'  @y. .+  r'ej/3..+  etc. 

<?"*>. .-f-  r"styS. etc. 


étant  divisés  par  m donnaient  le  même  reste, 
il  faudrait  que  leur  différence  fut  divisible  par 
m , c’est-à-dire  qu’on  eût 

• {p'-p”}$y.'+[(f-q“y*y..+{T'-r,'}*$..+etc.z=Qeblly... 

ee  qui#ne  peut  avoir  lieu , sans  quoi  on  pour- 
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rait  en  'déduire  que  la  différence  de  dèux 
nombres  inégaux*  et  tous  deux  moindres  qu’un 
nombre  donné  serait  divisible  par  ce  dernier 
nombre,  ce  qui  est  absurde  ; par  conséquent 

si  on  fait  varier  les  quantités  p , r, 

dans  toute  l’étendue  que  bous  avons  assignée  , 
et  de  toutes  les  manières  possibles , on  aura 
toutes  les  racines  de  l’équation  xm — 1 = 0, 
d’où  l’on  t oit  que  pour  obtenir  J^ileinent  toutes  » 
les  racines  de  cette  dernière  «Pation , il  faudra 
multiplier  chacune  des  racines  de  l’équation 
x — 1 = o, par  chacune  des  racines  de  l’équation 
x ^ — 1=0,  ce  qui  donnera  «jS  racines;  on  mul- 
tipliera chacune  de  celles-ci  successivement  par 
chacune  des  racinesde  réquat  ion  x ' — 1 ^=o,  et 
on  aura  de  l’équation  xM  -f-  i—  o,  un  nombre 
de  racines  exprimé  par  a/3^  ; en  continuant 
ainsi  on  obtiendra  toutes  les  racines  de  l'équa- 
tion proposée. 

ai 3. Si  Ton  considère  les  racines  de  l’équation 
xm  -f-  î = o*,  on  trouvera  que  la  première  des 
racines  imaginaires  étant  connue , on  pourra 
obtenir  toutes  les  autres , et  qu’il  suffira,  pour 
cela,  d’élever  celle  dont  nous  venons  de  par- 
ler aux  puissances  impaires  marquées  par  les 
nombres  i,  3,  5,  etc.  Mais  si  le  nombr<*m  est 
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un  nombre  premier , il  ne  sera  point  nécessaire 
d’avoir  précisément  la  première  des  racines 
imaginaires,  pour  obtenir  toutes  les  facines  , 
parcje  que , dans  ce  cas , une  quelconque  des 
racines  imaginaires  peut  remplir  le  même  ob- 
jet , en  l’élevant  successivement  aux  puissances 
impaires  1 , 3,  5,  etc.;  c’est  ce  qu’on  démon- 
trera facilertaent,  en  s’appuyant  sur  l’impos- 
sibilité où  l’on  est  de  trouver  parmi  les  nombres 
~ impairs  inférieurs  à a m , deux  nombres  qui 
étant  multipliés  par  un  des  nombres  impairs 
î , 3,  5 ... . a m — î , donnent  deux  produits 
qui  s’accordent  à donner  le  même  reste,  lors- 
qu’on les  divise  par  am,  ce  qui  est  évident, 
puisque  si  le  contraire#avait  beu,  il  s’ensui- 
vrait que  (ar+i)  k')  serait  divisible 
par  m,  lorsque  les  trois  quantités  r,  k,  k'  sont 
respectivement  moindres  que  le  nombre  m> 
ce  qui  est  absurde.* 

ar4.  La  facilité  avec  laquelle  on  soumet  au 
calcul  les  expressions  de  la  forme 

cos  p -f-  ÿ — i.  sin  f , .0 

a suggéré  l’idée  de  ramener  à cette  dernière 
expression  les  quantités  de  la  forme  a-\-b\/ — u , 
ç’est  ce  qu’on  peut  toujours  faire  à l’aide  d’une 
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préparation  fort  simple  qui  consiste  à multi- 
plier et  à diviser  cette  quantité  par  une  autre 
qui  soit  telle  que  la  somme  des  carrés  de  la 
partie  réelle  et  du  coefficient  defy'  — 1 soit 
égale  à l’unité,  ce  qui  exige  que  le«facteur  par 
lequel  on  multiplie  et  divise,  soit  égal  à 
c’est  ce  qu’on  peut  vérifier,  car 

on  a 

(a‘  + + V^+F)i=a+bV~~U- 

Si  on  fait 
on  aura 

VU'  + b'j  = ?,n 

par  conséquent,  on  aura 

• - 

a-\-b\ / — i = (a3-f.  £*)».  { cos  ç + V — 

21 5.  Les  équations  qui  se  présentent  après 
les  équations  binômes,  sont  celles  qui  sont  de 
la  forme  x'm  •+•  pxm  + q = o ; si  on  tire  les 
valeurs  de  x",  on  aura 

V"=  ~~ p — — *rK 

a 

si  p*  — 4 r est  positif,  les  deux  valeurs  de  ar 
seront  réelles  ; si  on  représente  l’une  d’elles 
par  am , et  la  seconde  par  a,m}  toutes  les  racines 
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de  l’équation  dont  il  s’agit  seront  données  par 
les  deux  équations 

xm  — am  ~ O et  xm  — a'm  = o. 

216.  Si  p% — 4r  est  négqtif,  les  deux  valeurs 
de  sont  imaginaires  ; si  on  représente  l’une 
d’elles  par  a+b  y' — x , l’autre  sera  a — b\/ — 1 , 
et  les  racines  de  l’équation  proposée  seront 
données  par  les  deux  équations. 

— a 4-  b \/ — 1 et  i"  = a—i  (/-  1, 
Si  on  fait 


a 

{ a » 4-  }r 

ces  deux  équations 
deux  suivantes  : 


= COS  O 4-  kc )} 

se  transformeront  dans  les 


x”  . — (a*  {cos  (<P+  kc)  -f-  [/'— 'î . sinfip  + ta')} 

x"  = { cos  O 4-  kc)  — ÿ—  r ..$in((p4-ftc)} 

de  la  première  on  tire 

* = + v . K40+  C4-)î  • 

de  la  seconde  on  en  déduit 

*=  ?(- +*•>.  {«<4r):  v'~,"”(4r£) } 

ce  qui  fournit  toutes  les  racines  de  l’équation 
proposée..  4 . 
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Démonstration  générale  de  la  formule  du 
binôme. 

217.  Nous  commencerons  par  observer  que  le 
développement  d’une  puissance  quelconque 
d’un  binôme  peut  se  ramener  à trouver  celui 
de  la  même  puissance  d’un  autre  binôme  dont 
le  premier  terme  est  l’unité,  et  dont  le  second 
terme  est  quelconque,  car  si  le  binôme  estx+a, 
©11  aura  à cause  que  jc -J-  a=x  j 1 + ^ j 

. ix  + { 1 '+  ï)  » 

d’où  l’on  voit  que  si  l’on  trouve  le  développe- 
ment de  | x H-  ^|  , on  aura  en  multipliant  le 
tout  par  xm  celui  de  { jc  + a }M  ; si  on  repré- 
sente - par  z,  le  premier  terme  du  développe- 
ment  de  \ 1 + z J"  sera  l’unité,  puisque  c’est 
à cela  que  se  réduit  cette  fonction  quand  on  y 
fait  z = o,par  conséquent  ce  développement 
est  égal  à l’unité,  plus  une  suite  de  termes 
affectés  de  puissances  positive»  de  z,  puisqu’ils 
doivent  tous  disparaître  quand  on  y fait  z=o; 
ainsi  on  aura  en  écrivant  les  termes  dans  l’ordre 
de  grandeur  des  exposans 

{ 1 + a }"=  L+  Az*+  4.  Cz>  + etc. 

Cela  posé , si  on  élève  les  deux  membres;  de 
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cette  équation  au  carré , on  aura 

{i  + s},m  — » 4 aAz*  -f-  etc.  ; 
or 

{i  + z]*1"  ts=  {1  + a*  4*  2*}mi 

si  donc  dans  l’expression  de  4-zlm  on  rem- 

place z par  uz  4-za  > on  aura  aussi  le  dévelop- 
pement de  { î H-  z J'",  de  sorte  qu’on  aura 

4-z,}*'"  = i 4-  A {az  4 2î}*4'  B[az42*}^  + etc. 

Comparant  ce  résultat  avec  celui  que  nous 
avons  obtenu  plus  haut , on  obtiendra 

y 

i aAz*  4-  etc.  ==  î 4 A {az  4*  2*}*  4*  etc.  ; 

supprimant  l’unité  de  part  et  d’autre  et  divi- 
sant les  deux  membres  par  z* , il  en  résultera 
upe*  équation  qui  devant  se  vérifier  indépen- 
damment d’aucune  valeur  particulière  de  z , 
aura  encore  lieu  quand  on  y fera  z = oj  ce  qui 
donnera  l’équation 

aA  = a- A, 

et  comme  dans  cette  équation  A ne  peut  être 
nul,  puisqu’il  faut  que  dans  le  développement 
de  4-  z il  y ait  une  puissance  de  z plus 
faible  que  toutes  les  autres,  il  faudra  qii’on  ait 

a = a* , et  par  suite  a = î , ce  qui  fait  qu’on 
aura  toujours  quel  que  soit  m 
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{ i -f-  z )m  = 1 -f-  Az  -f-  etc: 

• 

218.  Si  dans  cette  équation  on  fait  m=o,  le 
premier  membre  se  réduit  à l’unité  , donc  aussi 
le  second  membre  doit  se  réduire  à son  pre- 
mier terme , et  comme  cela  doit  avoir  lieu  , 
quelque  soit  z , il  faut  que  chaque  coefficient 
en  particulier  soit  une  telle  fonction  de  rny 
qu’elle  disparaisse  quand  on  y fera  m = o ; 
ainsi  A ne  doit  contenir  que  des  puissances 
positives  de  m,  de  sorte  qu’on  aura  en  écri- 
vant les  termes  dans  l’ordre  de  grandeur  des 
exposans 

A — am?  -f-  bmi  -f-  cm'  -f-  etc.  ; 

mais  lorsque  l’exposant  m devient  2/»,  A qui 
est  le  coefficient  de  la  première  puissance  de 
z dans  \ 1 + z jm  se  change  en  2A;  si  donc 
on  désigne  par  A'  le  coefficient  de  la  première 
puissance  de  z dans  { 1 -f-  z }*m , on  aura 

A'  = 2 cm'’  -f-  2 èm»  + 2cm'  + etc-  » 

et  comme  ce  coefficient  s’obtient  aussi  en  subs- 
tituant  nm  au  lieu  de  m dans  A , on  aura 

A'  = 2 Pamp  + iïbrni  -f  a*cmr  etc. 
Comparant  les  deux  valeurs  de  A' , on  en  dé- 
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duira  tes  équations  suivantes, 

2 a — 2 Pa , 2 b ~ 2 ib , zc  — a rc,  «tc<  : 

la  première  peut  être  satisfaite  de  deux  ma- 
nières, d’abord  en  faisant  a — o ou  p = i , 
et  comme  a ne  peut  être  nul , puisqu’il  est  le 
coefficient  de  la  plus  faible  puissance  de  m 
dans  A , il  faut  qu’on  ait  p = jl  ; quant  aux 
équations  qui  suivent  la  première , il  est  évi- 
dent, à cause  que  p est  plus  petit  que  q,  r, 
^,'etc.,  qu’elles  ne  peuvent  être  satisfaites 
qu’autant  qu’on  aura  à la  fois  b=o  ,c=o,  etc., 
de  sorte  qu’on  aura  A = am  : il  reste  à dé- 
terminer a ; mais  comme  cette  quantité  est  in- 
dépendante de  m et  qu’elle  doit  rester  la 
même  quelque  soit  m , si  onia  détermine  pour 
une  valeur  particulière  de  m , elle  sera  déter- 
minée pour  toutes;  or  si  on  porte  la  valeur  de 
A dans  la  série  qui  exprime  le  développement 
de  { î -1-  z }m  on  aura 

{ i -f-  a }m  = x + amz  -f-  etc.  j 

si  dans  cette  équation  on  fait  m = î , il  en  ré- 
sultera a î ; donc  pour  toute  autre  valeur 
de  m on  aura  aussi  a ==  î , et  par  suite  A = m, 
de  sorte  que  pour  toutes  les  valeurs  de  m ou 
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{ i + *}m  = i + mî  + etc.  ; 

si  dans  cette  équationonsubstitue  ^ au  lieu  de  Z, 

et  que  l’on  multiplie  les  deux  membres  par  xm,  on 
trouvera  que  les  deuxpremierstermesdudéve- 
loppement  de  ( x -f-  a )B  sont  jcm  -f-  mxm~'a , 
par  conséquent  le  coefficient  de  a dans  le  se- 
cond terme  s’obtidndra  en  multipliant  le  pre- 
mier par  l’exposant  de  x,  et  diminuant  l’ex- 
posant d’une  unité:  c’est  à ce  coefficient  qu’on 
a donné  le  nom  de  fonction  prime  ou  de  fonc- 
tion dérivée  de  la  fonction  x".  Ainsi  la  fonction 
prime  d’une  puissance  est  le  coefficient  du 
terme  affecté  de  la  première  puissance  de 
l’accroissement  qu’on  suppose  à la  variable 
qu’elle  renferme  j et  elle  est  égale  au  pro- 
duit de  l’exposant  de  cette  puissance  par 
la  puissance  d’un  degré  moindre  d’une  unité 
de  la  même  variable. 

219.  Cela  posé,  reprenons  la  série 

1 z ts;  1 -f*  tnz  4-  Hz^-^-Çz'y-^-  Dz^-f-  etc.  , 
si  partout  oùse  trouvez  on  substitue  z-j-i,  on 
aura 

{ 1 -f  z+z  Y—i  +m  {s-f-z  }-f B{  z+i  /-J-  C{z+z  }>•+•  et  ci 

ainsi , 

/'  ‘ 
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ainsi,  si  on  développait  les  opérations  qui 
sont  indiquées , le  coefficient  de  la  première 
puissance  de  i dans  le  second  membre , serait 
le  taême  que  le  terme  affecté -de  la  pre- 
mière puissance  de  i dans  le  premier  membre. 
Or , si  dans  le  premier  membre  on  regarde 
i + z comme  ne  formant  qu’une  quantité , 
il  faudra , en  vertu  de  ce  que  nous  avons  fait 
voir  précédemment , que  le  coefficient  de  la 
première  puissance  de  i soit  m { i -f-  z }ra-1 , 
et  comme  le  coefficient  de-  la  première  puis- 
sance de  i dans  chacun  des  termes  du  second 
membre  s’obtient  en  multipliant  le  premier 
terme  du  développement  de  chacun  d’eux  par 
l’exposant  de  la  puissance,  et  diminuant  l'ex- 
posant d’une  unité,  on  aura 

m { i -f-  z j-"1- 1 = m -f-  ’ -f-  ^-Cz*-1  -f-  etc.  ; 

si  on  multiplie  les  deux  membres  de  cette 
équation  par  i -f • z , puisque  l’on  remplace 
{ i -f-  2 }m  par  la  série  qui  en  tient  lieu , et 
qu’ensuite . on  fasse  passer  le  produit  du  se- 
cond membre  par  z,  du  second  membre  dans 
le  premier , on  aura 

m - {-  ma  z -f-  mB  z’  -f.  mC  z3  -f-  mD  z*  -f-  etc.  = 
— m — /SB  — yC  — J'D 
m -f-  /SB  z'3-1  + ^Cz>—1  -+■  jDzf~'  + etc. 

21 
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cette  équation  devant  se  vérifier  indépendam- 
ment de  toutes  valeurs  particulières  de  z , il 
faut  que  les  termes  qui  occupent  les  mêmes 
rangs  dans  chaque  membre  soient  identiques  ; 
ainsi  on  aura  entre  les  exposans  et  les  coeffi- 
ciens  les  relations  suivantes  , savoir  : 


Entre  les  exposans, 

Entre  les  coefficiens. 

/3  — 1 = 1 

m — m 

y — 1 = Æ 

/SB  = m.m  — 1 

— i=y 

yC  = {m — £}B 

£ — 1 = i' 

<TD=  {m—  7}C 

Des  équations  qui  établissent  les  relations  entre 
les  exposans  , on  tire  /3  = 2,7=3,  cT=  4 , 
et  ainsi  de  suite  ; si  on  porte  ces  valeurs  dans 
les  équations  qui  déterminent  les  coefficiens  , 
on  en  tirera 

m.m  — 1 
2 

m.m  — - 1 . m — 2 
_____ 

m.m  — 1 .m  — z.m  — 3 

2.3.4 
Si  on  substitue  pour  les  exposans  et  les  coef- 
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ficiens  que  nous  venons  de  trouver  leurs  valeurs 
dans  l’expressiqn  qui  donne  le  développement 
de  { i -f-  z , on  aura 


1m I , m-m 1 » , m.TTl—1  ,m 2 , . 

l1^ z)  2 -f = a3+etc.' 


Si  on  remplace  z par  a-  et  qu’on  multiplie  les 

deux  membres  après  cette  substitution  par 
xm,  on  aura 


(x  -f  a}m— xm  + maxm~'  -f  i a*xm^+  etc. , 

2 

» .. 

ce  qui  est  la  formule  qu’il  fallait  démontrer  , 
et  qui  convient  à tous  les  cas,  puisque  les  rai- 
sonnemens  qui  établissent  la  marche  du  calcul 
sont  tout-à-fait  indépendans  de  la  nature  et 
de  la  grandeur  de  l’exposant. 

220.  Avant  de  passer  à autre  chose , il  est  bon 
d’observer  que  la  démonstration  précédente 
pourrait  se  simplifier  si  on  ne  considérait  que 
le  cas  où  l’exposant  est  rationnel;  car-  il  est 
dans  la  nature  des  puissances  entières  ou  frac- 
tionnaires de  i z de  se  développer  en  séries 
ordonnées  par  rapport  aux  puissances  entières 
et  positives  de  z,  ce  .qu’on  peut  vérifier  tant 
pour  l’élévation  aux  puissances  entières  posi- 

21 . . 
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tives  ou  négatives , que  pour  l’extraction  des 
racines,  et  par  suite,  pour  tontes  les  puis- 
sances fractionnaires  de  la  même  quantité,  ainsi 
on  pourrait  l’abréger  de  tout  ce  qui  a rapport 
à la  détermination  des  exposans  ; de  plus  on 
peut , sans  recourir  à la  méthode  que  nous 
avons  suivie , démontrer  fort  simplement  que 
le  coefficient  numérique  du  second  terme  du 
développement  est  égal  à l’exposant  de  la 
puissance  ; car  on  a 


{ 1 + *.}*  —JL  — a -f  Ba  + etc. 

Z 


or 


Z 


_ {» 

“{»  + *}-»• 


Si  on  divise  le  numérateur  et  le  dénominateur 
de  la  fraction  qui  exprime  le  second  membre 

r 

de  cette  dernière  équation  par  { î-f*  z 
on  trouvera  qu’elle  est  égale  à 

{ t + a yr -fl i + » ) " +•.•+{>+,*}" -hi 

{ ! +Z  + { 1 +2}^  + •••  + l1  +ZY  + 1 

• • 
etcoinme cette  fractionest  égale  à A+Bz-f-etc., 
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quelle  que  soit  la  valeur  de  z , il  faut  que  la  par- 
tie qui  dans  cette  fraction  est  indépendante  de 
cette  quantité  soit  la  valeur  de  A,  or  on  l’ob- 
tiendra en  y faisant  z ==  o,  et  comme  cette 
supposition  réduit  le  numérateur  à m et  le 

dénominateur  à n,  on  aura  A=  ^japrèscela 

il  n’y  a rien  de  plus  simple  que  de  continuer  la 
démonstration  ensuivant  la  marche  que  nous 
avons  tracée  plus  haut  : lorsqu’on  a ainsi  dé- 
montré la  formule  du  binôme  pour  le  cas  de 
l’exposant  rationnel , on  peut  l’étendre  facile- 
ment au  cas  où  il  est  irrationnel,  par  les  rai- 
sonnemens  connus,  et  dont  on  a,  dans  la  géo- 
métrie surtout,  un  si  grand  nombre  d’exemples. 


22 1 . Si  au  lieu  de  représenter  le  développement 

de  { i -f-  z }m  par  1 -f-  As*  -f-  Bz  ^ -f-  etc.  , 
comme  on  l’a  fait  ci-dessus  (217),  on  l’avait 


représenté  par  P -f-  A -f-  Bz1*  -f-  etc.,  on  au- 
rait trouvé  en  se  servant  des  mêmes  moyens 
que  ceux  dont  nous  avons  lait  usage , que  les 
coefficiens  A , B , G , . . . sont  les  memes  que 
ceux  que  nous  avons  trouvés  dans  le  premier 
cas,  à cela  près  que  .tous  les  coefficiens  sont 
multipliés  par  P.  Or  si  dans  l’équation 
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{i  + z}m  = P 4-  As*  + etc.  » 

on  fait 

z = o,  on  a P = im, 

d’ailleurs, 

im—  {cosAc4-t/ — 1 .sinfec}"=  cos  Amc-f  \/ — 1 .sinAme>( 
ainsi 

P = cos  Ame  {/ — i . sin  Ame  , 

ce  qui  fait  qu’on  a,  quel  que  soit  m, 

{i  -f-  z}™  = {cos  Ame  \/ — î.sin  Ame}  X 

■|  î 4-  mz  -j-  — ' 4“  etc.|, 
si  dans  cette  formule  on  fait  k = o , on  a 


{ ,i  4-  z }m  = i 4-  '«».+ 


z*  4“  etc.  ; 


ainsi  ce  qui  faisait  que  cette  formule  n’avait 
pas  toute  la  généralité  requise  , c’est  qu’on  ne 
donnait  pasau  développement  toute  la  géné- 
ralité dont  iljüst  susceptible,  et  que  cette  forme 
ne  convenait  qu’à  la  première  des  valeurs  de 


W: 
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Du  développement  en  séries  des  exponen- 
tielles et  des  logarithmes. 

222.La  fonction  a1  dans  laquelle  a est  une  cons- 
tante autre  que  l’unité  et  x une  variable , offre 
dans  les  differens  états  de  grandeur  par  lesquels 
elle  passe , l’expression  de  tous  les  nombres 
compris  depuis  zéro  jusqu’à  l’infini , lorsqu’on 
fait  passer  la  variable  x par  tous  les  états  in- 
termédiaires entre  l’infini  négatif  et  l’infini 
positif  : cette  manière  de  concevoir  la  généra- 
tion des  quantités  est  une  des  plus  importantes 
découvertes  qu’on  ait  faites  dans  le  dernier 
siècle,  et  unedecellesqui  ont  le  plus  contribué  à 
étendre  le  domaine  de  l’analyse  et  à multiplier 
ses  ressources.  Comme  les  propriétés  fondamen- 
tales de  ce  genre  de  calcul  sont  développées  dans 
ta  plupart  des  traités  élémentaires , nous  ne  nous 
y arrêterons  point.  Dans  ce  qui  va  suivre,  nous 
nous  occuperons  du  développement  de  cette 
fonction  ordonnée  par  rapport  aux  puissances 
successives  de  la  varifible  x,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  à donner  l’expression d’unnombre  par 
son  logarithme  ; après  quoi  nous  nous  occuperons 
de  la  question  inverse,  c’est-à-dire  de  la  déter- 
mination du  logarithme  en  fonction  du  nombre.. 
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223.Considérons  d’abord  la  fonction  a ’ et  pro- 
posons-nous de  la  développer  par  rapport  aux 
puissances  croissantes  de  x : pour  reconnaître 
la  forme  du  développement  de  cette  fonction, 
nous  ferons  a e=  1 rf-Z> , par  ce  moyen  nous 
aurons 


, , , ,*  » , x.x—i  ,, , x.x — i.o7 — a,, 

a1  = (i-f  £)*=  i+xb-1 i*4-  — 5—  & 


, X.X l.X 3.X— -3  , 

+ » . 5 : 4 M + '">■ 


Si  dans  ce  résultat  on  effectuait  les  opérations 
indiquées,  et  qu’on  rassemblât ‘les  termes  af- 
fectés des  mêmes  puissances  de  la  variable , 
on  aurait  le  développement  cherché;  mais 
comme  il  s’agit  bien  moins  d’obtenir  les  termes 
successifs  du  développement , que  de  recon- 
naître la  loi  suivant  laquelle  les  coefficiens  dé- 
pendent les  uns  des  autres , et  que  le  procédé 
de  la  multiplication  ne  suffirait  pas  pour  bien 
l’établir , nous  allons  faire  connaître  la  marche 

qu’il  convient  de  suivre  pour  y arriver. 

* 

224.  Si  on  représente  par  A,  B,  C,  D. . . les 
coefficiens  des  puissances  successives  de  jc  dans 
le  développement  de  a* , nous  aurons 

a*  — i -J-  Ax  -f-  Bjc*  Cr3  -|-  Dx<  -J-  etc. 
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Si  dans  cette  égalité  on  change  x cn  x-f  i, 
on  aura 

«t-+-i=i+A(a:-t-t)+B(j:4’0l+C(£+0s~f'E)(x4-i)<+etc. 

4 

Mais  ax+i  — a* . a).  Si  donc  on  multiplie  le  dé- 
veloppement de  a*  par  celui  de  a' , on  aura  un 
résultat  qui  sera  identiquement  le  même  que 
celui  de  la  première  substitution  ; par  consé- 
quent le  coefficient  de  la  première  puissance- 
de  i dans  le  développement  de  axJri  sera  iden- 
tique avec  celui  qui  résulterait  du  produit  de 
a*  par  a‘.  Or  le  coefficient  du  terme  affecté  de  la 
première  puissance  de  i dans  le  résultat  de  la 
première  substitution,  s’obtiendra  en  multipliant 
chacun  des  termes  du  développement  de  axpar 
l’exposant  de  A dans  chacun  d’eux,  et  diminuant 
l’exposant  d’une  unité,  ainsi  il  sera  égal  à 

A -f-  aBx+3Cx*  -f-  4D-ts  •+•  etc. 

D’un  autre  côtérle  coefficient  du  terme  affecté 
de  la  première  puissance  de  i dans  le  produit 
de  ax  par  à' , résulte  évidemment  du  produit 
de  a*  par  le  coefficient  du  terme  affecté  de  la 
première  puissance  de  i dans  a‘.  Or  le  déve- 
loppement de  a*  étant  i ~f~Ax  -j-  etc. , celui  de 
a‘  sera  i Ai  H- etc.;  ainsi  le  coefficient  de  la 
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première  puissance  de*  dansa*,  a'  sera  Aa*  ou, 

ce  qui  revient  au  même , 

A 41  A*x  4"  ABx’  *4“  ACiî4'  ADx*  *}■  ®^c-- 

Puisqu’on  a 


a*=  1 + Ax  -J-  Bx*  q-Cx3  4 Dx*  4 etc.  , 
on  aura  donc  -, 

A i»Bx  4-  3Cx*  4 /fDx3  «4  5Éx*  -4 . « . 

A 4 A*x  4 ABx*4  ACjî3  4 ADx<  4 etc. 


Cette  identité  ne  pouvant  avoir  lieu  indépen- 
damment de  toutes  valeurs  particulières  de  xr 
à moins  quelescoefficiens  des  mêmes  puissan- 
ces de  cette  variable  ne  soient  égaux,  il  faudra 
qu’on  ait  les  équations  suivantes 


A=  A 
. . j»B  = A* 

3C  = AB 
4D=  AC. 

La  première  de  ces  égalités  ne  renferme  aucune 
contradiction  et  se  vérifie  d’elle -même  ; des 
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autres  on  en  déduit  successivement. 


Substituant  pour  B,  C,  D,  etc.,  les  valeurs 
qu’on  vient  de  trouver  dans  la  première  série, 
on  aura 


a*=i  -f-  Ax  4 


A*x* 

3 


, AV 
' 3.3 


AV 

a.3.4 


■f-  etc. 


225.  Pour  déterminer  la  quantité  A, repre- 
nons le  développement  de  ax  sous  la  forme  où 
nous  l’avonjs  considéré  en  substituant  i + b 
au  lieu  de  a dans  ax>  par  cette  substitution  nous 
avons  vu  qu’on  avait 


e*  = i -J-xi-fr- 


x.x- 


X.X — 1 .X  — * 3 


j X.X—  1.x  — 3.x  — 3 . 

H r 1 — 5 7 etc. 


Le  premier  résultat  ne  devant  différer  de  celui- 
ci  que  par  la  forme,  il  en  résulte  que  si  dans 
ce  dernier  on  effectuait  les  opérations  indiquées  , 
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on  retomberait  sur  un  résultat  parfaitement 
identique  avec  le  premier,  par  conséquent  le 
coefficient  de  la  première  puissance  de  x 
dans  le  second  développement,  sera  le  même 
que  celui  de  la  même  puissance  de  cette  va- 
riabi|rÉaas  & premier:  mais  tous  les  termes  de 
ce  développement , excepté  le  premier,  étant 
multipliés  par  x,  il  en  résulte  que  si  on  y sup- 
prime ce  làcteur  et  qu’on  prenne  dans  le  résultat 
lé  terme  indépendant  de  x,  on  aura  précisément 
la  quantité  cherchée  la  suppression  de  ce 
facteur  étant  faite,  on  a : 


, , x—  i , , x — i.x — ï.x — a.x — 3,, 
i + ^ — —a-  7^+etc. 


Pour  avoir  dans  ce  résultat  le  terme  indépen- 
dant de  x,  il  suffit  de  faire  x=o;  cette  sup- 
position étant  faite , on  a 


, b » b3  i* 


ou  en  substituant  pour  b sa  valeur  a — î , 
Ar=(a--4)-Ka->)1+K«~0*—K«-0‘+ef^ 


226.  La  série  que  nous  venons  de  trouver  pour  A. 
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n'est  convergente  qu’autant  que  a — 1 ne  sur- 
passe pas  l’unité , ou  que  a n’est  pas  plus 
grand  que  2;  ainsi  cette  série  ne  peut  être 
employée  pour  donner  la  valeur  de  A lorsque 
«surpassera  cette  limite;  mais  onpeut  en  trouver 
une  autre  qui  converge  pour  des  valeurs  de  a, 
plus  grande  que  a ; en  effet , si  dans  la  série 

( a— 1)  — i (a  — (a—  i )'— i(a  — i )*  -f  etc. 

on  met  - au  lieu  de  a , od  aura  : 

a,  9 • 


a - 0“*  a - * ) + * g - ÿ-  )+#tc- 

et  cette  quantité  se  rapportera  à la  valeur  de 
A,  quand  la  base  au  lieu  d’être  a sera  égale  à 

- , mais  alors  a1  se  changera  en  a~x  et  A en 

— A ; ainsi  on  aura 


mais 


is  si  l’on  observe  que  ~ — i — — 

que  toute  puissance  impaire  de— donne 
moins,  on  aura , après  avoir  changé  tous  les 
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signes 


*=(Ï?)+<Î?)‘+»(Î?),+KÎ?)V« 


c’est  à quoi  on  pouvait  arriver  immédiatement, 
car  on  a 


Si  on  divise  par  * tous  les  termes  qui  suivent 
le  premier , on  aura 


b x 4- 1 f b y , 3C+  1 .j-m  ( b _y 

V+  b ' a \i  -f-  b)  a . 3 \i  -f  b) 


1 x + a-  x-f-  3 / b y 
. 3 . 4 V *+■  b/ 


-f-  etc. 


Si  dans  ce  résultat  on  prend  te  terme  indépen- 
dant de  x,  on  aura  la  valeur  de  A ; or  on  l’ob- 
tiendra comme  plus  haut  en  y faisant  *s=o, 
ainsi  on  aufa 


a==T+6  + Ki 


b 

-\-bJ 


■y 


-f-etc. 
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ou  en  mettant  pour  b sa  valeur  a — a , 


a-1? +*  (=?y+*  <c?ï +<^)+ 


comme  ci-dessus. 

337.  On  peut  obtenir  pour  l’expression  de  la 
quantité  A une  formule  dans  laquelle  sont 
comprises  comme  cas  particuliers,  celles  que 
nous  venons  de  donner  ; pour  cela , nous  ob- 
serverons qu’on  a toujours , quel  que  soit p , 


a*  = { a?  }*■, 

4 . 

si  on  représente  a?  par  1 -4-  b , on  aura 


a*  = { 1 + b }p, 

développant  le  second  membre  par  la  formule 
du  binôme , trouvera  que  le  coefficient  de 
la  première  puissance  de  x dans  le  second 
membre , est 


4 + etc 


et  comme  le  coefficient  de  cette  même  puis- 
sance de  x dans  le  premier  membre  est  re- 
présenté par  A,  on  aura  après  avoir  substitué 
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pour  b dans  l’expression  précédente  sa  valeur 
tirée  de  l’équation  a b — ap 

A = ^ { (a*’  — 0 — l(ap—  0*4-  h (aP  — O3—  etc.} 

Comme  la  quantité  p est  absolument  arbitraire, 
on  peut  toujours  faire  ensorte  qu’elle  soit  prise 
de  manière  à rendre  cette  formule  aussi  con- 
vergente qu’on  le  voudra;  si  on  fait  p = i , on 
aura 

A =(a—  0—  Ï (a—  >)*  4-Ka  — Os  4-  etc.  j 


qui  est  la  formule  que  nous  avons  obtenue  plus 
haut  [22Ô]  , si  on  y fait  p = — î , on  aura 

A = — + ;(  — ")  +3(— )+œ 
ce  qui  est  précisément  celle  qui  a é té  d on  née[2  2 6} 


228.  Avant  d’aller  plus  loin,  il» convient  de 
remarquer  que  la  série  obtenue  précédemment 
pour  a1,  finira  toujours  par  être  convergente, 
car  les  termes  qui  la  composent  commenceront 

à décroître  aussitôt  que  le  facteur  ^ par  lequel 

on  multiplie  le  terme  du  rang  n pour  avoir  le 
suivant,  sera  plus  petit  que  l’unité,  ce  qui  ar- 
rivera nécessairement  aussitôt  que  le  nombre 
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n Sèra  plus  grand  que  A#;  et  comme  lorsque 
eela  aura  lieu, le  décroissement  des  termes  se 
fera  plus  rapidement  que  celui  des  termes  d’une 
progression  géométrique  décroissante  ;«pn  peut 
être  assuré  que  plus  on  prendra  de  termes,  plus 
on  approchera  de  la  vraie  valeur  de  la  fonction , 
et  que  l’erreur  qu’on  commettra  sera  moindre 
que  la  somme  des  termes  d’une  progression 
géométrique  dont  le  premier  terme  serait  égal 
à celui  qui  suit  immédiatement  le  dernier  terme, 
de  ceux  auxquels  on  s’arrête  dans  la  série,  et 
dont  la  raison  serait  le  rapport  de  ces  deux 
termes;  et  comme  cette  progression  va  toujours 
en  diminuant  à mesure  qu’on  prend  un  plus 
grand  nombre  de  termes  de  la  série , et  qu’elle 
peut  devenir  aussi  petite  qu’on  le  voudra  , il 
s’ensuit  que  cette  série  converge  vers  la  véri- 
table valeur  de  la  fonction  dont  elle  est  le  dé- 
veloppement, On  voit  de  plus  que  l’erreur 
qu’on  commettra  en  ne  comptant  qu’un  cer- 
tain nombre  de  termes , sera  moindre  que  la 
somme  des  termes  de  la  progression , et  qu’on 
pourra  estimer,  au  moyen  des  diverses  pro- 
gressions, le  degré  d’approximation  auquel  on 
est  arrivé, 

aag.  La  quantité  "A  qui  est  donnée  par  l’une 
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ou  l’autre  des  équations  précédentes,  dépend 
comme  on  voit  de  a , ainsi  comme  elle  varie 
avec  elle , et  qu’elle  se  mesure  en  quelque  sorte 
sur  la  base  a,  on  lui  a donné  le  nom  de  mo- 
dule. 


a3o.  Si  dans  la  formule  qui  donne  le  développe- 
ment en  série  dear,  on  substitue  ^ au  lieu  de#,. 


pn  aura 


lA==1+x+_+_.+ 


X* 


+ 


a. 3. 4 2. 3. 4*5 


+•  etc. 


.r  r 

-Or,  aA  =(  aA  )s.  Si  donc  on  poseaA=  e on 
aura* 

_ . , X*  , X3  , X*  , 

e*  = 1+x  + r+ï3+  JX4  + etC‘ 

far  conséquent  il  existe  une  valeur  de  la  base 
pour  laquelle  le  module  est  égal  à l’unité  ; si  on 
veut  en  avoir  la  valeur , il  faut  faire  dans  la 
série  précédente  # = x , et  on  aura 


i , *»  , i 
e =i  + 1 + --+■ 


O 


. — l — q — 1 
2.3.4  2 


3^5  + e'c- 


= 2,  718281828459045 

I 

de  la  relation  aA=  e on  tire  a — eA,  si  on 
prend  les  logarithmes  des  deux  membres  de 
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cette  équation  dans  le  système  dont  la  base  est 
e , on  aura  log.  a = A , c’est-à  * dire  que  le 
module  d’une  exponentielle  est  égal  au  logarithme 
de  la  base  de  cette  exponentielle  pris  dans  le 
système  dont  la  base  est  e. 

23 1.  De  la  valeur  que  nous  venons  de  trou- 
ver pour  A,  et  de  ce  qui  a été  dit  à l’article  224 
il  en  résulte  que  si  dans  la  fonction  a*  on 
substitue  x + i au  lieu  de  x,  le  coefficient 
de  la  première  puissance  de  i est  égal  à 
a1  log.  a ; et  comme  le  terme  affecté  de  la 
première  puissance  de  i se  désigne  sous  le 
nom  de  fonction  prime , il  en  résulte , que  la 
fonction  prime  d'une  exponentielle  est  égale 
à cette  exponentielle  multipliée  par  le  lo- 
garithme de  la  hase  de  cette  exponentielle , 
pris  dans  le  système  dont  la  base  est  e. 

232.  Après  avoir  trouvé  une  valeur  approchée 
du  nombre  e , il  est  bon  de  le  considérer  en 
lui-même , et  de  faire  voir  que  non-seulement 
il  est  compris  entre  2 et  3 , mais  qu’aucune 
fraction  rationnelle  comprise  entre  ces  deux 
nombres  ne  peut  le  représenter  ; d’abord  il  est 
plus  grand  que  2 , puisque  les  deux  premiers 
termes  de  la  série 

'*  + 1 + i+ri  + rM+',c" 

22..; 
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sont  égaux  l’un  et  l’autre  à l’unité , et  que  la 
somme  des  autres  termes  est  positive,  mais 
comme  cette  somme  est  moindre  que  celle 
des  termes  de  la  suite 

à + ? + £5  + etc.  , 

qui  est  égale  à l’unité , puisqu’elle  résulte  de 
la  division  de  1 par  a — 1 , il  s’ensuit  que  la 
somme  des  fractions 

1,1,  i 

i + r3  + iT4  + etc-  ’ 

est  nécessairement  moindre  que  l’unité,  et  par 
suite,  que  le  nombre  e est  moindre  que  3. 

Je  dis  en  second  lieu , qu’aucune  fraction 
rationnelle  ne  peut  le  représenter,  car  si  une 

fraction  irréductible  ~ lui  était  égale , on  aurait 


m | î , 

— =2  f- 

n fl 


i 

2.  .n.n+  î 


•J*  etc.  ; 


mais  si  on  multiplie  les  deux  membres  de  cette 
équation  par  le  produit  i.a..nde  la  suite  na- 
turelle des  nombres,  jusqu’à  celui  qui  indique 
le  dénominateur  de  la  fraction  qui  se  trouve 
dans  le  premier  membre , on  aura 

[î.a ...n  — î = un  nombre  entier  -f- 
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— : 1 1 1 ; l et  ' 

».  - h 1 » + !•»+ a ‘ n-4'i-»‘t-3'n+3^  ** 

cr 

— i — + 1 + ' ‘ , ctc 

» -f- 1 n+i./i-4-a  n -f-  1 ./i+a.  n -j-3 

est  plus  petit  que 

9 

« + y + C«  + »)*  (»  + O3  + etc‘ * 

et  comme  cette  dernière  qdantité  est  égale  à 

( „~4-  j et  que  le  premier  membre  est  un 

nombre  entier  > il  s’ensuivrait  que  si  à un 
nombre  entier  on  ajoutait  une  fraction  moindre 

que  ^ , le  résultat  serait  un  nombre  entier,  ce 

qui  est  absurde  ; donc  il  est  également  absurde 
de  supposer  que  le  nombre 'e  soit  rationnel, 
donc  il  est  irrationnel. 

N.  B.  Cette  démonstration  m’a  été  comroumqoée  par 
M.  Poinsot,  qui  m’a  dit  la  tenir  de  M.  Fourier. 

233.  Si  dans  l’équation 

« . , x*  , x3  . xf  , 

e =1  + * + - + ^374+  etc., 

on  change  x en  — x,  on  aura  pour  e~x  un 
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résultat  qui  ne  différera  du  précédent  que  par 
les  signes  des  termes  affectés  des  puissances 
impaires  de  x ; si  donc  on  l’ajoute  au  premier , 
les  puissances  impaires  de  x se  détruiront , et 
le  résultat  sera  égal  au  double  des  termes  de 
rangs  impairs  , ou,  ce  qui  revient  au  même , au 
double  des  termes  affectés  des  puissances  paires 
de  x ; on  aura  donc 

e*  + e-=3{,+Ç  + -|i.  + etc.} 

Si  au  lieu  d’ajouter  le  développement  de  e~x  à 
celui  de  e *,  on  le  retranchait,  le.s  termes  affectés 
des  puissances  paires  de  x se  dé  truiraient,  et  les 
autres  se  doubleraient,  de  sorte  qu’on  aurait 

e"-‘-'=s{x+à+ïxh+'tc- } 

a34.  Si  on  voulait  calculer  avec  des  nombres 
la  valeur  de  ez,  l’une  ou  l’autre  des  deux  formules 
précédentes  pourrait  être  employée  et  servirait 
à abréger  considérablement  le  calcul  numérique, 
puisque , sans  rien  perdre  de  l’exactitude  à la- 
quelle on.  aspire , on  peut  abréger  l’opération, 
de  près  de  moitié  5 ear  si  on  s’arrête  à un  terme 
quelconque  de  l’une  ou  de  l’autre  expression  , 
on  calcule  deux  fois  moins  de  termes  que  si  on, 
avait  recours  à la  série  qui  donne  immédia- 
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tement  la  valeur  de  e1  ; si  on  désigne  par  aA 
le  second  membre  du  résultat  de  e*-\-  e~x , on 
aura  pour  déterminer  ei,  l’équation 

. * 

ev  — aAex+i  = o, 

de  laquelle  on  déduit 

e1  = A v/{A*  — 1 }j- . 4 

ainsi  on  aura  la  valeur  de  ex  d’autant  plus, 
exactement , que  la  valeur  de  A sera  plus  ap- 
prochée, c’est-à  dire  qu’on  aura  employé  un 
plus  grand  nombre  de  termes  pour  déterminer 
eette  quantité  : si  on  prend  le  radical  en  — - 
on  aura  la  valeur  de  e~x.. 

a35.  On  pourrait  encore  se  servir  des  tables- 
des  sinus  et  des  cosinus  pour  y Arriver  plus  ra- 
pidement, caî:  si  àl’équatiôn. 

‘+f  +^4  + et0-}»- 

on  ajoute  la  suivante 

acosÆ=a  l1-? +à+  etc}* 

on  aura 

• ! 

«*  + e-+aeo8Æ=a{i  + ^+^4-et<<.  }•, 
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si  on  calcule  un  nombre  suffisant  de  termes 
dans  le  second  membre  de  cette  dernière  éga- 
lité, on  aura  une  valgur  approchée  de  ce  se- 
cond membre , qui  servira  à obtenir  par  ap- 
proximation celle  de  e*  et  qui  différera  d’au- 
tant moins  de  la  véritable,  que  l’on  aura  calculé 

un  plus  grand  nombre  de  termes  de  la  série 

» 


i 4- 


X* 

2.34 


-4- 


JT* 

a"^8  + C,C-  : 


en  pourrait  aussi  combiner  la  série  qui  donne 
l’expression  du  sinus  avec  celle  qui  donne  fa 
valeur  de  e1  — e~*  et  faire  servir  l’équation 
résultante  à déterminer  la  valeur  de  e1. 


a56.  Pour  montrer  une  application  fort 
simple  du  développement  des  exponentielles , 
supposons  que  dans  le  développement  de  e 1 on 
substitue  partout  au  lieu  de  x , i +.••)> 

on  aura 

575  }H*  -+^777n{rt+  h + G +'*»)l,+etc' 

or 
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goi+ii+cH-.. . = eai  gH  e«.  . . 

f . . , CM*  , «V,  )f  i L'  l b*ï * , ^ if*  . 

{ > + + -a-  +••  ■ rz+~j  l 1 +6i+ — +-  57^+ 

r * f*  i*  c"  iv  i 

{l  +«+  — +-•+—  + etc.} 


Si  on  multiplie  entr’eux  les  termes  généraux 
de  chacune  des  séries  qui  sont  dans  le  sec’ond 
membre  de  cette  dernière  équation,  on  trou- 
vera que  le  .coefficient  de  A -j-  + » + .... 

ou  de  im,  est  composé  d’autant  de  termes  delà 

forme 

A A“  j «* 

a O c , 

1 . .X.  .1..  ./*.!.  . . . * 

qu’on  peut  satisfaire  de  fois  en  nombres  entiers 
et  positifs  à l’équation 

* A + /*  + r...  = my 

et  comme  le  coefficient  de  la  même  puissance 
de  i dans  le  premier  membre  est  égal  à 

{ a -f-  b c + . . . J"’ 

i.a.,3 m * 

il  en  résulte  que  le  développement  de 

{ a -f  b -f*  c +. . . J™ 

est  composé  d’autant  de  termes  delà  forme 
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» a . . . m (a*  bf*  c\..} 

1 . .A.  1 . .u.l  . .y.  ..  . * 

qu’il  est  possible  de  satisfaire  en  nombres  en- 
tiers et  positifs  à l’équation 

237.  On  vient  de  voir  dans  ce  qui  précède , 
l’usage  qu’on  peut  faire  du  développement  des 
exponentielles  pour  obtenir  celtii  d’une  puis- 
sance entière  et  positive  d’un  polynôme.  Nous 
allons  maintenant  suivre  une  marche  rétro- 
grade, et  montrer  comment  on  peut  faire  dé- 
pendre le  développement  des  exponentielles  de 
la  formule  du  binôme , et  par  conséquent  des 
seuls  principes  de  l’analyse  combinatoire» 

258.  Considérons  les  deux  séries 


■ . . , «3 
i + fl  + - + —5 
a a.  .0 

1 +*'+7  + 578 


+•  • 4- 
+••  + 


+•- 

+ 


dont  le  nombre  des  termes  dans  l’une  et  dans- 
Pautre  est  infini.  Si  on  les  multiplie  entr’elles,  le 
premier  terme  du  produit  sera  Pu  nité,et  les  autres 
se  partageront  en  termes  de  première  dimensio  n, 
de  seconde  dimension,  de  troisième  dimension. 
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et  ainsi  de  suite  à l’infini.  Pour  obtenir  tous  les 
termes  de  la  dimension  n,  il  faudra  multiplier 
le  terme  de  la  dimension  n dahs  la  première 
série  par  le  premier  terme  de  la  seconde  série, 
puis  y ajouter  le  produit  de  la  dimension  n — 1 
de  la  première  série  par  le  second  terme  de 
la  seconde  série , *puis  ajouter  au  résultat  le 
produit  du  terme  de  la  dimension  n — 2 de  la 
première  série  par  le  terme  de  la  seconde  di- 
mension dans  la  seconde  série,  et  ainsi  de  suite 
jusqu’à  ce  qu’en  prenant  ainsi  les  termes  à re- 
bours dans  la  première  série  et  en  avançant 
toujours  dans  la  seconde,  on  soit  arrivé  au  pro- 
duit du  premier  terme  de  la  première  série  par  le 
terme  de  la  dimension  n dans  la  seconde  ; en 
procédant  ainsi , on  trouvera  que  la  somme 
des  termes  de  « dimensions  dans  ^produit  des 
deux  séries,  sera  égal  à 


an~'b  . a 

*r 


»-“  J*  an~ 5 P 


• ..  | - 

%..n  1 2.  .n  — 1 " 1 . . /i— 7 2 2 1.  .n— 3 2.3 


quantité  qu’on  peut  mettre  sous  la  forme 

— — fa*  4-  nau~'b  + nn~l  an-afr,+  etc. J 

or  la  pàrtie  qui  est  dans  la  parenthèse , est  le 
développement  de  { a -f-  b ainsi  tous  les 
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termes  du  produit  qui  sont  de  la  dimension 

n peuvent  se  réduire  à un  seul  qui  est 

j par  conséquent  le  produit  des  deux 
séries  que  nous  venons  de. considérer,  est 


I + {a  + i}+lî+j}:+...+  <ï±il: 

11  * i . a a n 


c’est  - à - dire  une  série  semblable  à la  pre- 
mière de  celles  dont  nous  venons  de  parler, 
et  qui  se  compose  avec  la  somme  des  deux 
quantités  a et  b de  la  même  manière  que  la 
première  se  compose  avec  a. 


a3g.  Si  on  multiplie  ce  résultat  par  la  série 

c* 


I + e + â + o 


+•  • • + 


a.  .n 


■4*  etc. 


le  produit  qi^on  obtiendra , sera  une  série  qui 
se  composera  avec  a-f-è-f-c  de  la  même  ma- 
nière que  la  dernière  série  est  composée  en 
c;  en  continuant  ainsi,  on  verra  qu’en  quelque 
grand  nombre  que  soient  les  séries 


i + a + -+  r-i3-K- 


o* 


. , C%  , c3  , cn 

1 -f-  C -J- p =;  -p.  . 

1 a a. 3 a...» 


-P 

4. 

+ • . . .. 


• V 
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le  produit  qui  eu  résultera  , sera  une  série 
semblable  à l’une  d’elles , et  qui  se  composera 
avec  la  somme  de  toutes  les  quantités  a , b , c,  d.* 
de  la  même  manière  que  la  première  est  com- 
posée en  a ; cela  posé,  si  on  suppose  que  toutes 
les  quantités  a,  b,  c,  d. . . . soient  égales  en- 
tr’elles,  et  qu’elles  soient  en  nombre  m,  on 
trouvera  que  la  première,  série  élevée  à la 
puissance  m,  est  égale'à 


m'a 


II*-  U.  . Il*  M. 

i + ma  + — + _g.  + etc.j 


si  donc  on  suppose  que  le  nombre  a soit  égal 
à l’unité.,  on  aura , en  supposant  toujours  que 
le  nombre  m est  un  nombre  entier  et  positif 


{»  + + etc‘  } 


i i m 

1 + m + T 

£ 


m3  , m * 

—g  g— ; + etc.: 

a. 3 a.3.4 


si  donc  on  désigne  par  e la  quantité  tfui , 
dans  le  premier  membre , est  comprise  entre 
les  deux  parenthèses , on  aura , lorsque  le 
nombre  m sera  entier 


I -4*  m -J- 


par  conséquent , lorsque  le  nombre  m sera  un 
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nombre  entier , on  pourra  à toute  la  série  qui 
compose  le  second  membre  de  cette  équation , 
substituer  une  puissance  du  nombre  e,  mar- 
quée par  ce  nombre  entier. 

24o.  Considérons  maintenant  la  série 


i -4-  x -1 

' a 


* ^ 
2.3.4 


4-  etc. 


dans  laquelle  nous  supposerons  que  x repré- 
sente une  fraction  rationnelle  £ les  deux  termes 
p et  q étant  des  nombres  entiers , on  aqra 


r T*  ) f 

{■+*+-+ J3  + •“•}  = 

£4  + «c- 

a . 3 


mais  on  a x = J,  ou  qx=p,  ainsi 

■ {*  + * + ? + o+eBf= 

*+p  + ^+  ^ + etc*  = e. 


si  des  deux  membres  de  cette  dernière  équa- 
tion, on  tire  une  racine  du  degré  q , on  aüra, 

en  remplaçant^  par  x , l’équation 
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l -f-  X -f-  + — "o  "t*  ®tC.  —C1» 

1 ' a 2-a 

ainsi  que  la  quantité  x soit  un  nombre  entièr 
ou  une  fraction,  la  série  précédente  est  tou- 
jours égale  à une  puissance  du  nombre  e dont 
le  degré  est  marqué  par  le  nombre  x. 

24 1.  Si  la  quantité  x était  irrationnelle,  on 
pourrait  la  concevoir  comprise  entre  deux  quan- 
tités rationnelles  - et  - aussi  resserrées  qu’on 
ç s 

voudra,  de  sorte  que  la  valeur  de  la  série 
+ — + ^-g  + etc. 

sera  comprise  entre  deux  séries  semblables  à 
la  précédente,  et  qui  résulteront  de  la  substi- 
tution de  - et  de  ^ à la  place  de  x ; et  comme 

P 

celles-ci  sont  respectivement  égales  à ëï  et 

à èT,  iT  en  résulte  que  la -première  doit  expri- 

? i 

mer  une  quantité  comprise  entre  et  e » , et 

par  suite  une  quantité  égale  à e*;  par  consé- 
quent, quelles  que  soient  les  valeurs  positives 
de*,  on  aura 

,<  = i+  i + - + ^+  ^X4  +etc. 
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a42.  Si  la  quantité  x était  négative,  la  série 
précédente  deviendrait 


i 


X * 

a.  3. 4 


*+-  etc. 


et  sa  valeur  serait  égale  à e~z;  pour  s’en  con- 
vaincre, considérons  les  deux  séries 


„ . , x*  . x*  , 

, + x + - + — +_  +etc. 


1 + y + "Ç  + + rVv  + etc. 


a.3 


a. 3.4 


Si  on  les  multiplie  entr’elles,  le  produit  qui  en 
résultera  sera  égal  à 

1 + { * +y  } +ï  { x+y  y + _L  {x-f-^p+etc. 


quelles  que  soient  d’ailleurs  les  valeurs  de  x 
et  de  y y si  donc  on  suppose  — x,  on  aura 


|i  -f-  x -f-  + etc-  | jï  — x -f-  ~ + etc.  j=i. 

Les  deux  séries  qui  entrent  comme  facteurs 
dans  le  premier  membre  de  cette  équation, 
étant  réciproques  l’une  de  l’autre,  il  en  résulte 
à cause  que  la  première  est  égale  à e1 , que  la 
seconde  est  égale  à e~r , par  conséquent  on 

a 
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a toujours,  quel  que  soit  x , 

e*=zi+x  + ?-+~  + etc. 


a43.  Si  on  élève  les  deux  membres  de  cette 
dernière  équation  à la  puissance  A , on  aura 


Ax 

e 


= i -f-  A x -f- 


A3!3 


+ etc  : 


or  eKx  — ( eK  )x  ; si  donc  on  suppose  que  A 
soit  déterminé  de  manière  à avoir  ev=  a,  on 
aura 


. , . , AV  , AV  , 

a*^=  1 -f-  A#  H h -^-g-  +etc.. 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


OC  Ou 

a*  = I + X log.  a + — log\a  + ^ log*.  a ■+•  etc. 


puisque  A est  le  logarithme  de  a pris  dans  le 
système  Népérien , c’est-à-dire  dans  celui  dont 
la  base  est  e. 

■ / -, 

a44.  Si  lorsqu’on  a obtenu  le  développement 
des  exponentielles,  sans  avoir  recours  à la  fonc- 
tion prime,  on  voulait  déterminer  cette  fonc- 
tion prime , il  n’y  aurait  rien  de  plus  simple , 
puisqu’il  suffirait  de  prendre  la  fonction  prime 
de  chacun  des  termes  du  développement  et 

»3 
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de  les  ajouter;  si  on  fait  cette  opération,  on 
trouvera,  comme  plus  haut,  que  la  fonction 
prime  de  ax  est  égale  à c*.log. a;  le  loga- 
rithme de  a étant  pris , comme  à l’ordinaire , 
dans  le  système  dont  la  base  est  t. 


a45.  Le  développement  des  exponentielles 
peut  encore  s’obtenir  de  plusieurs  manières  ; 
mais  il  en  est  une  qui  repose  sur  une  re- 
marque analytique  très-curieuse  ; elle  consiste 
en  ce  que  si  , dans  le  développement  de 


( i -+-  i y,  on  y fait  n infini , on  obtient  une 

quantité  finie  qui  est  égale  à celle  que  nous 
avons  désignée  plus  haut  par  e;  c’est  ce  qu’il 
est  facile  de  voir,  car  on  a toujours 


( , 1 1*  , i . n.n—i  i n.n—i  .n — a 1 , ^ , 

1 1+-  f =i+n.-+— • —H 5 .-î+etc.J 

( ' n)  n a n*  a . 3 rr  * 


ou  bien 


si  dans  le  second  membre  on  y fait  n infini , 
il  se  réduira  à î -f- 1 -f~  H-  ^4- etc.,  ce  qui 
est  la  quantité  que  nous  avons  énoncée. 
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a46.  Si  on  élève  les  deux  membres  de  l’équa- 
tion ( 1 + ^ = e à la  puissance  kx , on 

aura 


=(‘+ir= 


l-f-kx- 


kx — - kx-—-.kx — - kx — -.kx — -.kx 

n . n n . n n n 


+ 


+ 


a . 3 . 4 


-f-etc. 


et  comme  n est  infini , tous  les  termes  dans 
lesquels  cette  lettre  se  trouve  au  dénomina- 
teur disparaissent,  et  on  a 

v 

'■ e =i  + hx+  — + T73  + ÏX4  + etc' : 

si  on  lait  e*  = a,  on  aura,  en  observant  que 
k est  le  logarithme  de  a , dans  le  système  dont 
la  base  est  e 

„ log.*a  , x5.  log.3a  , 

aT=  î +xlog.o+  1 f-etc., 

ce  qui  est  la  formule  que  nous  avons  déjà 
trouvée  par  d’autres  moyens. 

247.  Au  lieu  de  considérer  le  développe- 
ment de  e**  comme  résultant  de  celui  de 

(I  V nhx 

1 + - ) , lorsqu’on  y fait  n infini,  on  pour- 
rait le  regarder  comme  provenant  du  déve- 

a5,'.  ' 
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loppement  de  ^ 1 + * ; lorsqu’on  y fait  n 

infini,  c’est  une  suite  nécessaire  de  ce  qu’on  a 


et  de  ce  qu’il  suffit  de  prendre,  au  lieu  de 
1 1 + ^ | , les  deux  premiers  termes  du  déve- 
loppement de  cette  puissance,  puisque  si  on 
avait  égard  aux  autres  termes,  l’hypothèse  de 
71  infini  ferait  disparaître  tous  ces  derniers  du 
résultat;  mais  il  ne  fout  point  perdre  de  vue 

que  l’equation  ekx  = j î -f-  - j ne  peut  avoir 


lieu  qu’autant  qu’on  y fait  n infini,  et  que 
oette  supposition  est  celle  qu’il  faut  établir 
pour  foire  coïncider  le  développement  des 
puissances  avec  celui  des  exponentielles. 

a 48.  La  transformation  par  laquelle  on  passe 
des  exponentielles  aux  puissances  , trouve 
dans  l’analyse  un  grand  nombre  d’applications  ; 
nous  allons  montrer  l’usage  qu’on  en  peut 
faire  pour  trouver  la  valeur  de  l’intégrale 
f e~rdt,  prise  depuis  £ = o,  jusqu’à  t = l’in- 
fini ; pour  cela  substituons  à e~1'  l’expression 


- 1 qui  lui  est  égale  quand  on  fait  n in- 


I 
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t% 

fiai.  Si  on  pose  l’équation  1 — - = x% , on  en 

déduira  facilement  que  la  valeur  de.  l’intégrale 
proposée,  prise  entre  les  limites  données,  est 
égale  à 


x,ndx 


cette  dernière  intégrale  étant  prise  depuis 
je  = o jusqu’à  je  c=  1 , et  le  nombre  n étant  in- 
fini; or  on  a,  en  désignant  par  tt  le  rapport  de 
la  circonférence  au  diamètre  ( voyez  le  Traité 
des  différences  et  des  séries  de  M.  Lacroix, 
page  3g4,  première  édition  ), 


ajËZçffL  V f xin+'dx  n* X 

j/i-xJvi  ÿi  2(2/1+  l)_  . !*• 

* It 

Si  dans  cette  équation  on  fait  n infini , afin  de 
revenir  à l’intégrale  proposée,  on  aura,  en 
extrayant  la  racine  carrée  de  chaque  membre, 
l’équation  suivante  î 


yn . 


f 


xindx 
y/i  — x 1 


puisque  lorsque  n est  infini,  les  deux  intégrales 


xlnd. r 


et 


/ 


x,n+' 
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sont  égales  entr’elles , lorsqu’elles  sont  prise» 
depuis  x = o jusqu’à  x = 1 ; mais  la  valeur  du 
premier  membre  de  la  dernière  équation,  prise  " 
entre  ce6  limites , est  égale  à celle  de  l’inté- 
grale / e~ndt , prise  depuis t—o  jusqu’à  t = 
l’infini  ; ainsi  la  valeur  de  cette  dernière  inté- 
grale, prise  entre  ces  limites,  est  égale  à-^X 

Ceux  quj  désireront  plus  de  détails  sur  cette 
intégrale  définie , pourront  recourir  au  dixième 
livre  de  la  Mécanique  céleste,  et  aux  Exer- 
cices de  Calcul  intégral  de  M-  Legendre. 


249.  Pour  terminer  tout  ce  que  nous  ayons 
à dire  sur  le  développement  des  exponentielles, 
nous  remarquerons  qu’on  aurait  pu  éviter, 
dans  la  dernière  méthode , la  considération 
de  l’infini , car  si  on  considère  l’équation 


{,+i}=,+,+i{ 


et  qu’on  y change  n en  — n , on  aura 

{ ■— s}  =,+,+s{'+k}+o{  ' +;}  {‘+;l+"c-; 


or , dans  ces  deux  séries , les  deux  premiers 
termes  sont  communs  ; de  plus , le  troisième 
terme  de  la  première  série  est  moindre  que 


1 
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- , tandis  que  le  troisième  terme  de  la  seconde 

série  est  plus  grand  que  cette  quantité;  si 
ensuite  on  considère  le  quatrième  terme  de  la 
première  série,  on  trouvera  qu’il  est  moindre 

que  — , tandis  que  le  quatrième  terme  de  la 

seconde  série  est  plus  grand  que  cette  quan- 
tité; en  continuant  à raisonner  ainsi,  on  trou- 
vera que  la  première  série  est  moindre  que 

• ' + ‘+i'+o  + ïX4  + '"'' 

tandis  que  la  seconde  est  plus  grande  que  cette 
quantité , quelque  considérable  d’ailleurs  .que 
soit  le  nombre  n;  or,  à mesure  que  le  nombre 

n augmente,  les  deux  puissances  Ç 1 — ^ et 

^1+  fj)  s’approchent  continuellement  de  la 

série  précédente,  l’une  étant  en  excèsetl’autre 
en  défaut;  et  comme  chacune  d’elles  peut  en 
approcher  de  plus  près  qu’aucune  grandeur, 
donnée , il  en  résulte  que  le  nombre  e est  la 
limite  vers  laquelle  tend  continuellement  Tune 

ou  l’autre  des  quantités  ^1  ou  (1 — ^ -, 

par  conséquent  ekI  sera  égal  à la  limite  vers 
laquelle  tend  continuellement  le  développe- 
ment de  (1  +-  Y**,  à mesure  que  le  nombre 


t*'  r 


< r .. 
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n augmente;  et,  comme  ce  développement 
est  égal  à 

■ +^+t  • { ^ ; } + • 

et  que  la  limite  vers  laquelle  tend  continuel- 
lement cette  quantité,  à mesure  que  n aug- 
mente, est  la  quantité  indépendante  de  «,il 
s’ensuit  qu’on  a toujours, 

e>*-i+kx+  —-  + —, L -f  etc. , 

2 2.5 

comme  nous  l’avons  déjà  trouvé  plusieurs  fois. 

a5o.  On  trouvera  peut-être  que  nous,  nous 
sommes  trop  étendus  sur  le  développement  des 
exponentielles , mais  il  convient  de  faire  obser- 
ver ici  qu’il  n’est  jamais  inutile  de  présenter  les 
théories  sous  diflerens  aspects , lorsqu’elles  ont 
quelque  chose  de  particulier;  car  non-seule- 
ment notre  esprit  acquiert  par  là  plus  de  force 
et  d’étendue , mais  aussi  les  liaisons  qu’il  éta- 
blit sont  plus  claires  et  plus  rapides;  d’ail- 
leurs il  y a des  méthodes  qui  sont  plus  propres 
à remplir  certaines  vues  que  d’autres , et  qui 
peuvent  conduire  facilement  à des  résultats 
auxquels  il  serait  souvent  assez  difficile  d’arriver 
en  suivant  d’autres  voies. 
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Dii  développement  des  Logarithmes  en 
séries. 


25ï.  ; Dans  ce  qui  précède  nous  nous  sommes 
occupés  de  trouver  un  nombre  par  son  loga- 
rithme; nous  allons  maintenant  nous  occuper 
de  la  question  inverse , c’est-à-dire  de  celle  qui 
a pour  objet  de  trouver  le  logarithme  lorsqu’on 
donne  le  nombre. 

252.  Si  on  considéré  les  logarithmes  pris 
dans  le  système  dont  la  base  est  e , la  question  se 
trouve  résolue  d avance  au  moyen  de  l’équation 

•*;  ’iu/.ijr  ",  , . , 

]og.a=A=(a— i)_i  (a- ,)’+ 

Si  dans  cette  formule  on  change  a en  x , on 
aura 

..11:  . ' • ' i ? • ' • “#  • 

log.*==C*_0-K^0M-|(a>-iy-  + etc. 

mais  cette  formule,  ainsi  que  nous  l’avons  déjà 
remarqué , a 1 inconvénient  de  n’être  conver- 
gente qu’autant  que  x — me  surpasse  pas  l’u- 
nite.  Si  on  en  veut  une  qui  soit  convergente 
dans  tons  les  cas,  on  prendra  la  seconde  expres- 
sion que  nous  avons  trouvée  pour  A , § 226  : si 


Digitized  by  Google 


56a  MÉLANGES 

on  y substitue  x au  lieu  de  a , on  aura 

log.  X = 


X 


-formule  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de 
x plus  grandes  que  l’unité. 

253.  Si  dans  la  première  formule  on  change 
K en  1 x , elle  se  simplifie  et  devient 

log.  ( i -f-^  — ^ + etc. 

s o 4 

Cette  formule  ne  sera  convergente  qu’autantque 
sera  moindre  que  l’unité,  et  par  conséquent  ne 
pourra  servir  à calculer  les  logarithmes  des 
nombres  au-dessus  de  2.  Son  avantage  dans  le 
calcul  des  logarithmes  est  donc  jusqu’à  présent 
très-limité  ; mais  au  moyen  d’un  artifice  fort 
simple,  on  peut  en  trouver  une  qui  soit  toujours 
convergente  lorsque  le  nombre  dont  on  veut 
avoir  le  logarithme  est  plus  grand  que  l’unité:  en 
effet,  si  dans  la  dernière  série  on  change  x en 
— x oi?  aura 

„ * 

lo6.C.-*)  = -(x+f + £+£  + ««.> 


\ 
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Si  on  retranche  cette  série  de  la  première , on 
aura,  en  observant  que  la  différence  de  deux  loga- 
rithmes est  égale  au  logarithme  du  quotient, 

**g^d='(*+v+ï+7+-4  ; 


«254.  Cette  formule  est  convergente  pour  toutes 
les  valeurs  de  x moindres  que  l’unité  ; mais  à 
mesure  que  x approche  de  l’unité , le  dénomina- 
teur diminue  continuellement , jusqu’à  devenir 
aussi  petit  qu’on  voudra  , et  comme  le  numé- 
rateur est  toujours  plus  grand  que  1 , il  en  ré» 

suite  que  la  fraction  - --  pourra  représenter 

un  nombre  quelconque-  si  donc  onpose  =n, 
et  qu’on  substitue  dans  le  second  membre  au 
lieu  de  x sa  valeur  1 , on  aura 


log.n_  2{”  + J -H (“pp)  + 5(^77)  '+  etc.}  , 


formule  qui,  comme  on  voit,  est  toujours  con- 
vergente , puisque  ses  termes  décroissent  plus 
rapidement  que  ceux  d’une  progression  géomé- 
trique; ainsi  elle  pourra  être  employée  à trou- 
ver le  logarithme  d’un  nombre  quelconque 
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pourvu  qu’on  prenne  un  assez  grand  nombre 
de  termes  de  la  série  ; néanmoins , comme 
elle  converge  lentement,  on  fera  bien  de  ne 
pas  l’employer  pour  le  calcul  des  logarithmes 
et  de  recourir  à celles  que  nous  ferons  con- 
naître plus  loin. 


255.  Si  au  lieu  de  faire  = n,  on  fait 
1 •£,  il  faudra  substituer  dans  la  formule 

1 —X  Z7 

précédente  | partout  où  il  y aura  n , ainsi  on 
aura 


Cette  formule  servira  à trotfver  le  logarithme 
de  y lorsqu’on  connaîtra  celui  de  z,  car  on  a 


log.  2 = log.y  — log.z. 

Ainsi  on  aura 

kg.» +{£g+s  (^y+i(eî)!+e,c.Jj 

cette  formule  convergera  d’autant  plus  rapide- 
ment que  les  quantités  y et  z différeront  peu 
entre  elles , et  que  leur  somme  sera  plus  con- 
sidérable. . 


✓ 
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a56.  Si  dans  la  formule  précédente  oii  fait 
y — z=z=d,  on  en  déduira  y = z-\-d,  et  par 
suite  y + z = 2Z -t-  d;  par  conséquent  on 
aura 

log.(2^=log.*+^+g(^)+g(^)5+etc: 

série  au  moyen  de  laquelle  on  trouvera  facile- 
ment le  logarithim;  d’un  nombre,  lorsqu’on 
aura  celui  d’un  nfflpre  moindre , et  cela  d’au- 
tant plus  rapidemënt  que  les  deux  nombres 
seront  plus  considérables,  et  que  leur  diffé- 
rence sera  plus  petite. 

a57.Si  dans  le  développement  que  nous  avons 
trouvé  pour  le  logarithme  de(  1 -f-  x ) , on  subs- 
titue — au  lieu  de  a;,  et  qu’on  observe  que 

» 

log.  (1+^)  =l°g(^-)=log-(*+*Hog.*, 


on  aura 

log . (x-f-  Î)  = log.  x + 


i*  F F _ 

ax  » Sx3  4x*  C C‘  ’ 


formule  au  moyen  de  laquelle  on  peut  trouver 
le  logarithme  d’un  nombre  lorsqu’on  connaît 
celui  du  nombre  immédiatement  inférieur  ; 
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mais  on  ne  peut  l’employer  avec  avantage  que 
lorsque  le  nombre  dont  on  a le  logarithme  est 
déjà  très-grand. 

258.  Si  dans  la  série  qui  donne  le  logarithme 
de  1 — x ( voyez  le  §a53  ),  on  fait  x—\,  , 
on  trouvera  que  le  second  membre  est  égal  à 

- { 1 + H+S  + J|p  + etc-}’ 

et  comme  le  premier  membre  est  le  loga- 
' rithme  de  zéro,  et  que  le  logarithme  de  zéro 
est  égal  à l’infini  négatif,  il  en  résulte  que  la 
somme  des  termes 

+ 5 + g + etc* 

est  infinie. 

269.  La  démonstration  que  nous  venons  de 
donner,  il  faut  en  convenir,  ne  porte  point 
avec  elle  le  caractère  d’une  conviction  par- 
faite , car  bien  que  les  termes  diminuent  con- 
tinuellement , néanmoins,  comme  le  rapport 
de  deux  termes  consécutifs  s’approche  d’autant 
plus  de  l’unité  qu’ils  sont  plus  éloignés  du  premier 
terme  de  la  série,  et  que  dans  le  passage  d’un  , 
terme  à l’autre,  ce  rapport  va  en  augmentant,  la  - 
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marche  de  la  série  ne  peut  plus  être  comparée 
à celle  d’une  progression  géométrique  décrois- 
1 santé  ; ainsi  l’esprit  peut  rester  dans  le  doute , 
si  la  série  est  encore  propre  à donner  la  va- 
leur du  premier  membre  de  Péquéftion;  on 
peut  à la  vérité  le  lever  en  quelque  sorte, 
non  en  comparant  la  série  avec  une  progrès- 
sion  géométrique  décroissante,  mais  avec  ce 

t OC^ 

que  devient  la  sérié  a; -f--  + -g  H-  etc.  , 

lorsqu’on  donne  à x une  valeur  qui  différé  très- 
peu  de  l’unité  ; car , dans  cette  hypothèse , 
un  terme  quelconque  de  la  série  harmonique 

* + ï+J  + jH-.  , étant  plus  grand  que 

le  terme  correspondant  de  la  série  précé- 
dente, il  s’ensuit  que  toute  la  série  harmonique 
surpasse  ce  que  devient  l’autre  série,  lorsque 
pour  x on  substitue  une  quantité  plus  petite 
que  l’unité,  quelque  peu  différente  d’ailleurs 
qu’elle  soit  de  cette  quantité.  Or  on  peut  faire 
ensorte  que  x en  diffère  si  peu,  que  la  pre- 
mière série  surpasse  un  nombre  quelconque; 
donc  la  somme  des  termes  de  la  série  har*- 
monique  est  aussi  plus  grande  qu’aucune  gran- 
deur ; par  conséquent  elle  est  infinie. 

260.  Pour  achever  de  dissiper  les  nuages  qui 
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pourraient  encore  rester  sur  ce  qui  vient  d’être 
dit,  nous  allons  considérer  la  série  dont  il 
s’agit, indépendamment  delà  fonction  d’où  elle 
tire  son  origine , et  montrer  qu’effectivement 
on  peut  ÿ trouver  l’unité  un  nombre  infini  de 
fois;  pour  cela,  imaginons  que  l’on  groupe  les 
termes  de  la  série  harmonique 


i +^  + g+J  + g + g + ^ + i + etc. 


de  manière  que  chaque  groupe  contienne  toutes 
les  fractions  dont  les  dénominateurs  sont  les 
nombres  entiers  compris  depuis  une  puissance 
de  a exclusivement  , jusques  et  y compris  la 
puissance  de  2 immédiatement  supérieure  5 cela 
posé , si  on  considère  le  groupe  suivant 


2“  -f-  i a"  -{-  2 2*  -f*  3 " ‘ ’ * a"  -f-  2"  * 

on  trouvera  que  la  somme  des  fractions  qui 
le  composent,  est  plus  grande  que  la  dernière 
des  fractions  qui  s’y  trouve,  répétée  autant  de 
fois  qu’il  y a de  ces  fractions  ; of  il  est  évi- 
dent qu’il  y a 2"  de  ces  fractions,  et  que  la 

plus  petite  de  toutes  est  égale  à ; par  con- 
séquent tout  le  groupe  est  plus  grand  que 
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— -q— j-,  et  par  conséquent  surpasse  or  il 

y a autant  de  ces  groupes  qu’il  y a de  puis- 
sances de  2;  et  comme  ces  puissances  sont 
en  nombre  infini,  il  en  résulte  que  la  somme 
des  termes  de  la  série  proposée  contient  une 

infinité  de  fois  ~ , et  par  suite  une  infinité  de 

iois  l’unité. 

N.  B.  Cette  dernière  démonstration  qui  est  aussi 
remarquable  par  son  élégance  que  par  sa  simplicité , 
appartient  à M.  Poinsot  , qui  a bien  voulu  me  la 
communiquer. 

261.  Tandis  que  nous  en  sommes  sur  la  série 
harmonique,  nous  allons  faire  connaître  un  ré- 
sultat paradoxal  fort  curieux  auquel  cette  série 
donne  lieu  et  duquel  on  conclurait  que  le 
logarithme  népérien  de  2 serait  égal  à zéro. 

Désignons  la  somme  des  termes  de  la  série 
harmonique  par  s , de  sorte  qu’on  ait 


. 1 . 1 . 1 . 1 . 1 
s-1  + _+  _+_  + _ + - + etc.  : 

si  on  divise  les  deux  membres  par  2 , on 
aura' 

«s  = ô + 7+ë  + g-f  — + etc-  î 


10 


.» 

24 
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or  le  second  membre  de  la  première  équa- 
tion est  la  somme  deâ  fractions  dont  les  nu- 
mérateurs sont  égaux  a l’unité,  et  dont  les 
dénominateurs  sont  les  nombres  pairs  et  les 
nombres  impairs  ; et  comme , en  vertu  de  la 
seconde  équation,  la  somme  des  fractions  de 
dénominateurs  pairs  forme  la  moitié  de  la  série, 
il  faut  que  celle  des  fractions  de  dénomina- 
teurs impairs  forme  l’autre  moitié,  de  sorte 
qu’on  ait 

-,  =i+s+5+-+etC., 

retranchant  de  cette  équation  celle  qui  la  pré- 
cède, on  aura 

1,1  1.1  1 . 

0=1  _ __  + __  _+etc.. 

or  le  second  membre  de  cette  dernière  équa- 
tion est  ce  que  devient  l’expression  du  loga- 
rithme de  î-f-x*,  lorsqu’on  y fait  x*=  1;  ainsi 
on  a log.  2 = 0. 

Cette  conclusion  qui  est  évidemment  ab- 
surde , tient  à ce  qu’on  n’a  pas  eu  égard  à 
ce  que  deviennent  les  fonctions  complémen- 
taires qu’il  faut  toujours  ajouter , aux  termes 
du  déyeloppement  des  fonctions,  quelque  loin 
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qu’on  le  prolonge,  et  quelle  que  soit  la  grandeur 
de  la  variable,  et  elle  offre  en  même  temps 
un  exemple  remarquable  du  danger  de  se 
livrer  aux  conclusions  auxquelles  les  séries 
peuvent  donner  lieu , lorsqu’on  n’a  aucun 
moyen  de  rien  statuer  sur  la  nature  de  ces 
fonctions  ou  sur  leur  grandeur. 

262.  Quoique  la  première  formule  que  nous 
avons  exposée  pour  trouver  la  valeur  de  !og.x 
ne  paraisse  point  propre  à calculer  immédiate- 
ment le  logarithme  d’un  nombre  quelconque, 
on  peut , à l’aide  d’un  artifice  fort  simple , 
la  faire  servir  pour  tous  les  nombres , en  cher- 
chant à ramener  le  calcul  du  logarithme  d’un 
nombre,  quelque  grand  qu’il  soit,  à celui  d’un 
nombre  très-peu  différent  de  l’unité  ; c’est  à quoi 
on  parviendra  toujours  en  regardant  un  nombre, 
quelque  grand  qu’il  puisse  être , comme  une 
puissance  d’un  degré  très-élevé  d’une  quantité 
peu  différente  de  l’unité , et  que  nous  représen- 
terons par  1 + x.  Si  donc  on  désigne  par  m 
l’exposant  qui  marque  à quelle  puissance  il  faut 
élever  ( 1 -f-  x ) pour  avoir  y,  on  aura  ^ 

y = ( 1 + X )m  ; 

si  on  prend  les  logarithmes  des  deux  membres 


/ 


\ 
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de  cette  équation,  on  aura 

{ yt  ^ 

— + etc.j. 

or  la  quantité  m étant  absolument  arbitraire, 
on  peut  la  prendre  tellement  grande  que  la 
quantité  jc  soit  extrêmement  petite,  alors  la 
série  trouvée  pour  log.jy  sera  très-convergente. 

• 263.  Si  on  veut  avoir  le  logarithme  de  y en 

„ fonction  du  nombre  y , il  faudra  dans  la  sem 

précédente  substituer  pour*  sa  valeur  — 1 

irée  de  l'équation  =(i  + *)".  P"  ce  m°yea 
on  aura 

log.>r=m{CvV-0-K\/^0a+Kl/y-03-etc-}' 

264.  Si  au  lieu  de  prendre  pour  le  logarithme 
de  1 + «la série  « — x-+  J-  — etc\?  oa  pren^t 


etc. 


la  suivante 

que  nous  avons  donnée  plus  haut , § >5n  , on 
log-.y  = 


aurait 


m 


if  1 — 1 +etc.J 


Digitized  by  Google 


D’ANALYSE.  375 

» 

Si  donc  on  prend  du  nombre  dont  on  veut 
avoir  le  logarithme,  une  racine  d’un  degré  assez 
élevé  pour  qu’il  n’y  ait  plus  que  l’unité  avant 
la  virgule  et  un  nombre  s de  zéros  à la  suite , 
et  qu’on  s’arrête  à a s décimales , il  est  évident 
que  les  deuxième , troisième  , etc.  termes  de 
l’une  ou  de  l’autre  de  ces  deux  dernières  séries 
ne  donneront  rien,  et  que  le  premier  terme  seul 
suffira  pour  avojr  avec  la  précision  desirée,  le 
logarithme  cherché  ; ainsi  on  aura  sensiblement 
en  supposant  que  le  nombre  m soit  très-consi- 
dérable, et  que  les  logarithmes  sont  calculés 
dans  la  base  dont  le  module  est  l’unité , 

( . m _ 

log.y=7n{yy  — 1}. 

a65.  Quoique  cette  formule  paraisseplus  simple 
que  les  autres , néanmoins  la  nécessité  où  l’on 
est  de  prendre  pour  m un  nombre  très-considé- 
rable, fait  qu’on  ne  s’en  sert  pas  lorsqu’on  veut 
calculer  les  logarithmes  des  nombres.  Si  on 
voulait  l’employer , il  n’y  aurait  qu’à  prendre 
pour  m une  puissance  exacte  de  2,  puisqu’on 
n’aurait  que  des  extractions  successives  de  ra- 
cines carrées  à faire , lesquelles  pourraient 
s’abréger  en  observant  que  la  partie  décimale 
d’une  racine  est  toujours  la  moitié  de  celle 
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de  la  racine  précédente , lorsque  dans  celle-là 
on  s’arrête  à deux  fois  autant  de  décimales 
qu’il  y a de  zéros  à la  suite  de  l’unité  dans 
celle-ci  ; c’est  ce  qu’on  aperçoit  facilement  au 
moyen  de  la  formule 

i i r j — ! x 

( i -f-  a)*  = i -+-  5 z -f-  - — a*  -f-  etc. , 

puisque  le  second  membre  se  réduit,  à très- peu 
de  chose  près  , aux  deux  premiers  tèrmes,  lors- 
que z, est  très-petit. 

266.  On  peut  remarquer  que  les  séries  des 
§.  2Ô2,  263,  264,  ne  sont  que  des  cas  par- 
ticuliers d’une  autre  série  plus  générale,  car 
on  a 

/ . 

]og.a=A=  - 1 (aP—  1 )—  i (a?—  1 )’+  - (a?—  1 )3—  etc . J ; 

A 

N 

si  on  change  a en  y , on  aura 

J l°g.y=  i (y-03-etc.  }, 

si  dans  cette  équation  on  fait  successivement 

P = i,  P=-i,  P = ±,p  = -~, 

1 

on  retombera  sur  les  formules  des  articles 
cités. 
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*67.  Les  formules  obtenues  précédemment 
pour  le  développement  des  logarithmes  en  sé- 
ries, sont  toutes  subordonnées  à l’hypothèse 
où  on  les  rapporterait  au  système  dont  la  base 
est  e.  Si  on  voulait  les  rapporter  à tout  autre 
système , on  le  pourrait  facilement;  pour  cela 
il  suffirait  de  diviser  le  logarithme  de  chacun 
des  nombres  calculés  dans  le  premier  système , 
par  celui  de  la  base  du  nouveau , calculé  dans  le 
premier,  c’est  ce  qui  est  tout  à fait  évident  ; car 
si  on  désigne  par  y un  nombre  , par  * son  loga- 
rithme pris  dans  le  système  dont  la  base  est 
e , et  par  x'  le  logarithme  du  même  nombre 

pris  dans  le  système  dont  la  base  est  a,  on 

» 

aura , à cause  de  y — ex  d’une  part , et  de  > 
y = ax' de  l’autre,  l’équation  ex  ==  a*  ; mais 
a = eA  ainsi  ax  = eKx‘  et  par  suite  x = Ax', 
d’ou  l’on  tire 


ce  qui  est  précisément  le  résultat  énoncé  plus 
haut  : ainsi  on  aura,  en  supposant  qu’on  prend 
les  logarithmes  dans  le  système  dont  la  base  est 

loir  y-  - (y— 0— Ky— Q*+K.y— 0 — Kv— 0^+  etc-. 

(a— 1/+Ka— O3— K°— 04+  etc. 

268.  Sidanscette  formule  on  change  y en  î-f^V 
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et  qu’on  prenne  la  fonction  prime  de  chacun 
des  termes  du  second  membre,  on  trouvera 

qu’elle  est  égale  à - y '^0~^  • or  ]e 

numérateur  de  cette  fraction  est  le  dévelop- 
pement de  ; ainsi  la  fonction  prime  du 

% 

logarithme  de  1 y est  égale  à 


( i+y  )log.  a’ 
par  conséquent  la  fonction  prime  du  loga- 
rithme d’une  quantité  pris  dans  un  système 
quelconque , est  égale  à la  fonction  prime  de 
cette  quantité , divisée  par  cette  quantité  mul- 
tipliée par  le  logarithme  de  cette  base , pris 
dans  le  système  dont  la  base  est  e. 

O 

26g.Si  on  emploie  les  formules  des  § 2 54,  255, 
on  en  aura  de  nouvelles  qui  pourront  servir  à 
calculer  le  logarithme  d’un  nombre  quelconque 
dans  un  système  dont  la  base  est  a , en  divi- 
sant chacune  d’elles  par  d’autres  séries  sem- 
blables, et  qui  n’en  différeront  que  par  le  nombre 
que  l’on  considère , qui  se  changera  dans  celui 
de  la  b'ase  auxquels  on  les  rapporte. 


270.  Si  on  fait  usage  de  la  formule  du  n*  (264) 
pour  calculer  le  logarithme  d’un  nombre  dans 
un  système  dont  la  base  est  a,  on  aura , en  ne 


Di0ti;_g<J 
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prenant  que  le  premier  terme , ce  qui  suffit 
lorsque  le  nombre  m est  très-considérable , 


log-y 


__  Vy  — 1 

m 

\/a — 1 


ce  qui  montre  que  le  logarithme  d’un  nombre 
pris  dans  un  système  est  égal  au  rapport  des 
excès  des  racines  semblables  et  d’un  degré  très- 
élevé  de  ce  même  nombre  et  de  la  base  sur 
l’unité  y en  se  bornant  à une  approximation  ; 
mais  cette  approximation  différera  d’autant 
moins  de  la  vérité,  que  l’indice  de  la  racine 
sera  plus  considérable  et  le  résultat  sera  rigou- 
reusement exact  en  faisant  ni  égal  à l’infini. 
Ainsi  le  logarithme  d’un  nombre  pris  dans  un 
système  quelconque  est  égal  au  rapport  des 
excès  des  racines  infinitièmes  du  nombre  et 
de  la  base  sur  l’unité. 

271.  C’est  ce  qu’on  peut  facilement  vérifier  ; 
car  cet  énoncé  traduit  en  calcul  fait  retomber 
sur  la  formule  du  paragraphe  (267)  5 en  effet , 

* y"*  = ( 1 4-y  — 1 )”  = 

(j,_  °* +s,c- 1 
I T 

a"1  = ( 1 -f-  a — 1 )"*  — 

1 +£{(*-.)+ (1- a )(  a - i)«  +etc.J, 
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Si  on  retranche  l’unité  du  premier  et  du  der- 
nier membre  de  chacune  de  ces  deux  équations 
et  qu’on  les  divise  ensuite , le  premier  résul- 
tat par  le  second,  et  qu’après  la  suppression 

du  facteur  commun  - , tant  au  numérateur 

m 7 

qu’au  dénominateur , on  fasse  m infini , on 
aura 

Vy  ~ » 

m 

Va  — 1 

(y— O—-!  (y— Q*-HÇy— Ky— 0M-etc-_  Ioc  v 

(«-»)— i (o-OM-sCa-O’-iCo-'OH^tc. 

5272.  Ce  qui  vient  d’être  dit  dans  le  numéro 
précédent  est  encore  une  suite  nécessaire  de 

{Ji  JT  j ^ 

1 4-  — | qui  a 
lieu  lorsque  le  nombre  n est  infini,  car  on 

en  tire  yn  — 1 = ~ , et  de  là 


| r - 1 

•/ 

si  dans  celte  dernière  équation,  on  change 
y en  a,  on  aura,  en  supposant  que  l’on  prend 
les  logarithmes  dans  le  système  dont  la  base 


est  a , 
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divisant  ces  deux  dernières  équations  entr’elles, 
il  viendra  comme  ci-dessus 

t , 

1 yn  ! 

i°g-  y = •' 

T 

0“  — I - 

Si  on  développe  le  numérateur  et  le  dénomi- 
nateur par  la  formule  du  binôme , en  substi- 
tuant i-f-J — 1,  au  lieu  de  y,  et  i+a — 1, 
au  lieu  de  a,  on  aura  le  résultat  qu’on  a 
déjà  obtenu,  pourvu  qu’on  ne  perde  point 
de  vue  qu’il  faut  y faire  n infini. 

5273.  Si  on  prend  la  fonction  prime  du  second 
membre  de  l’équation 


on  trouvera  qu’il  est  égal  à 
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n étant  infini,  le  numérateur  de  cette  fraction 
se  réduit  à y~',  et  le  dénominateur  est  égal 
au  logarithme  du  nombre  a,  pris  dans  lé  sys- 
tème dont  la  base  est  e;  par  conséquent  la 
fonction  prime  du  logarithme  de  y est  égale  à 

— r-^ — , ce  qui  revient  à ce  qui  a déjà  été 
y log.  a 7 * 1 3 

trouvé  plus  haut;  voyez  le  §.  268. 

274.  Avant  d’aller  plus  loin  , il  convien- 
drait d’examiner  quelle  influence  les  termes 
que  l’on  néglige  peuvent  avoir  sur  le  véritable 
résultat , et  de  voir  quel  est  le  degré  d’exac- 
titude sur  lequel  on  peut  compter  en  n’ayant 
égard  qu’aux  premiers  termes  de  chacune  des 
séries  précédentes  ; mais  la  détermination  des 
limites  entre  lesquelles  se  trouve  l’erreur  qu’on 
commet  n’offrant  aucunes  difficultés , nous  ne 
nous  y arrêterons  point. 

275.  Les  formules  exposées  précédemment  , 
résultaient  en  partie  des  relations  trouvées  entre 
A et  log.  a et  par  conséquent  de  la  forme  établie 
sur  le  développement  des  exponentielles;  mais 
on  peut  y arriver  directement  et  sans  rien  em- 
prunter de  ce  qui  précède.  Pour  cela , il  faut 
se  rappeler  que  le  logarithme  de  l’unité  dans 
un  système  quelconque  étant  nul , il  faut  que 


1 


< 
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la  série , qui  est  le  développement  dulogarithme 
d’un  nombre  quelconque,  jouisse  de  la  pro- 
priété de  devenir  nulle  lorsque  pour  ce  même 
nombre  on  substitue  l’unité.  Si  donc  on  re- 
présente ce  nombre  par  1 l’expression  de 
son  logarithme  deviendra  nulle  lorsqu’on  fera 
x—o.  Ainsi  le  développement  dont  il  s’agit 
ne  contiendra  que  des  puissances  positives  dex. 
Par  conséquent  si  on  désigne  les  exposans  de  x 
dans  ce  développement, en  commençant  par  les 
plus  faibles,  para  , (3 , y,  «f , etc.,  et  les  coefficiens 
de  ces  mêmes  puissances,  par  A,  B,  C,  D,  etc., 
on  aura 

log.  ( i -+- * ) =s  Ax“-f-  Bx^-f-  Cx*-f-  Dx^+  etc.  ; 

par  conséquent , 

alog.  (î -f  x)=  aAx'-PaBx'8-)-  etc. 

Or 

alog.  ( î -f  x)=log.(i  -f-x)*=  log.  C i +2x-j-  x*). 

Si  donc  on  substitue  pour  x dans  la  première 
formule  2X -j-  x%  au  lieu  de  x,  on  aura 

alog.  (i  +x)=  A (ax -J- x*)*-}- B (2x  -f-  xs  -f-  etc. 

Ainsi , en  comparant  le  second  membre  de  cette 
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dernière  égalité  avec  le  second  membre  de  la 
première  équation,  on  aura 

aAx  *-f-  2Bx^+  ...=  A(ax  + a^)*-pB(aa:-!-;r,y3+  etc. 

r 

Si  on  divise  .les  deux  membres  de  cette  équa- 
tion par  x * } on  aura  une  identité  qui  devant 
se  vérifier  indépendamment  d’aucune  valeur  de 
x , aura  encore  lieu  lorsqu’on  fera  x =o.  Cette 
supposition  étant  faite,  on  aura 

, 2 A = a “A  , 

équation  qui  peut  avoir  lieu  de  deux  manières, 
soit  en  faisant  A = o ou  a =3  x.  Or  A ne  pou- 
vant être  nul , il  faut  que  a = 1 ; on  aura  donc 

log.  (i+x)=Ai-f  Bx^-j-  Cx*-f-  Dx^+  etc. 

Cela  posé,  si  dans  cette  dernière  égalité  on 
substitue  x -f-  i au  lieu  de  x , on  aura 

log.  (i-f-c-f  0=  A(x-j-j)+B(x+i/  -f-  C(x-H  )*+  etc.  • 

1 

Or 

~>  * . r , 

1 + X + i = (1  + X)  ( x -f  ~), 
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par  conséquent 

Jog.  (i  + x-f  f)  = log.  (i  Ç l + 

ainsi  on  aura 

log.(i+x)-Hog.  = . 

A (x  + *)+B(*  + * /-^C(x  + 0,'+etc. 

Si  donc  on  substitue  pour  log.  ( 1 -f-  x ) et 
Iog.  (1  -f-  leur  développement  en  série,  et 

qu’on  développe  les  diverses  puissances  de  x+i 
qui  se  trouvent  dans  le  second  membre  de  cette 
dernière  égalité , le  premier  résultat  sera  iden- 
tiquement le  même  que  le  second;  par  cousé- 
séquent  le  coefficient  de  la  première  puissance 
de  i sera  le  même  de  part  et  d’autre.  Or  le  coef- 
ficient de  la  première  puissance  de  i dans  le  pre- 
mier membre  ne  peut  provenir  que  du  dévelop- 
pement de  log.  (i  ■+•  puisque  log.(i-f-x) 

est  indépendant  de  i.  Si  donc  on  substitue 
— r — , au  lieu  de  x dans  la  formule 

log.  ( i -j-  x ) = Ax  -}-  Bx,s-f-  Cx y -f-  etc. , 

on  trouvera  que  le  coefficient  de  la  première 
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puissance  de  i sera  égal  à — , et  comme  ce 

coefficient  dans  le  second  membre  de  l’équa- 
tion ci-dessus  s’obtient  en  multipliant  chacun 
des  termes  de  l’équation  qui  représente  le  dé- 
veloppement de  log.  ( x -f-  x ) par  l’exposant  de 
je  dans  chacun  d’eux,  et  diminuant  l’exposant 
d’une  unité , on  aura  l’équation 

= A+/2Bx^~H+  yCx*-'  -fetc. 

or  on  a par  la  division 

— — — — A — Ax  -4-  Axa  — Ax3  -{-etc. 

1 -j-x 

ainsi  on  aura 

A + jSBx^  1 + yCx‘y~~T+  mX*~'  +...— 

A — Ax  -f-  Ax1 — Ax3  -{-  etc. 

Cette  égalité  devant  se  vérifier  indépendam- 
ment d’auchne  valeur  particulière  de  x , il  faut 
que  les  termes  qui  coupent  le  meme  rang  dans 
les  deux  membres  soient  identiques  , et  par 
suite , que  les  exposans  de  la  variable  dans  ces 
mêmes  termes  soient  égaux  entr’eux,  aussi 
bien  que  leurs  coefficiens  ; par  conséquent  on 
aura  pour  déterminer  les  exposans  et  les 
coefficiens , les  équations  suivantes  : 

Entre 
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Entre  les  exposans,  Entre  les  coefficiens. 


£ — i=i 

y — i = j3 

ov  — l =3/ 


Arr  + A 
/SB  = — A 
>C=  -f-  A 


des  équations  qui  sont  relatives  aux  exposans, 
' on  en  tire 

£=2;  y — ^t  <t  = 4;  etc. 

Substituant  pour  0,  y,  «T,  etc.  les  valeurs  qu’on 
vient  de  trouver  dans  les  équations  qui  sont 
relatives  aux  coefficiens , pn  en  déduit 

„ A _ A 
A=A;  B = — —j  C=—  etc. 

Si  dans  la  première  équation  de  l’article  275  on 
substitue  pour  les  exposans  et  les  coefficiens  les 
valeurs  qui  viennent  d’ètre  trouvées  , on  aura , 
en  observant  que  A est  facteur  commun  de 
tous  les  termes,  l’équation  suivante 

Iog.  (i  + x)  = à(x—  j -f  J — ~+etc.^ 

qui  est  précisément  la  même  que  nous  avons 
donnée  plus  haut  et  dont  toutes  les  autres  ne 
sont  en  quelque  sorte  que  des  transformations* 

’»5 
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2 76. La  quantité  A reste  indéterminée,  comme1 
elle  est  indépendante  de  x et  qu’elle  reste  la 
même  pour  les  logarithmes  de  tous  les  nombres 
calculés  sur  une  même  base  ; si  on  la  détermine 
pour  un  nombre , elle  le  sera  pour  tous  : or 
si  on  suppose  que  les  logarithmes  sont  calcules 
dans  le  système  dont  la  base  est  1 -t-  b et 
qu’on  cherche  le  logarithme  de  ce  même  nombre*  • 


on  aura 

/ b3  b*  \ 

iog.(i+*)  = A(/--+ 5- 4 +etc-> 


Mais  le  logarithme,  d’un  nombre  pris  dans  le 
système  dont  ce  nombre  est  la  base  étant  égal 
à l’unité , on  aura  log.  (i,H-  b)  = 1 , et  par  suite 


Si  on  reporte  cette  valeur  de  A dans  la  for- 
mule qui  donne  le  logarithme  de  1+*,  on 


aura 


log.  C 1 4-  *)  = 


* _ï.-+T-7 

n o 4 


b » 


+ ew. 


Le  dénominateur  delà  valeur  de  A est  égal 
au  module  de  l’exponentielle  dont  la  base  serait 
1 -{-&•  et  comme  ce  module  est  égal  au  loga- 
rithme de  1 ~\~b , pris  dans  le  système  dont' la 
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frase  est  e,  on  aura , en  désignant  1 + 6 par  a , 

.L(‘+*>=à{*-T+?-f+^}> 

la  lettre  L ici  étant  employée  pour  indiquer 
que  l’on  prend  les  logarithmes  dans  un  système 
quelconque,  et  la  lettre  / pour  indiquer  que 
l’on  prend  le  logarithme  du  nombre  a dans  lé 
système  dont  la  base  es.t  e. 

277.  De  la  formulé  précédente  on  conclut 

que  les  logarithmes  d’un  même  nombre,  pris 
dans  dijférens  systèmes , sont  en  raison  in- 
verse de  leurs  modules , 

278.  Puisque  les  logarithmes  des  nombres  dé- 
pendent de  la  base  sur  laquelle  on  les  calcule , 
on  peut  établir  un  système  pour  Lequel  le  module 
soit  égal  à l’unité  ; la  valeur  qu’il  convient  de  don- 
ner à la  base , afin  que  cela  ait  lieu , est  celle 
pour  laquelle  on  a la  — 1 , c’est-  à-dire  celui  dont 
la  base  est  e ; on  a donné  à'  ces  logarithmes 
le  nom  de  loga rilh mes  naturels  , parce  qu’ils 
résultent  de  la  supposition  la  plus , simple 
qu’ou  puisse  faire  sur  le  module  , et  parce 
quelle  simplifie  le  calcul;  depuis  j M.  Lacroix  a 
proposé  de  consacrer  à cette  espèce  particu- 
lière de  logarithmes,  le  nom  de  leur  inventeur 


z5. . 
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(Néper),  et  on  les  a nommés  logarithmes 

népériens. 

379.  Les  formules  qui  ont  été  données  plus  haut 
pour  càlculer  les  logarithmes  des  nombres , se 
rapportent  presque  toutes  au  cas  où  on  les  cal- 
culerait dans  le  système  népérien;  mais  il  suffit, 
pour  les  faire  rapporter  à un  système  quel- 
conque , de  multiplier  les  séries  à l’aide  des- 
quelles on  détermine  ces  logarithmes  par  le 
module  qui  correspond  à la  base  dans  lesquels 
on  les  calcule. 

2 80.  On  peut  déduire  facilement  delà  dernière 
formule  une  autre  formule  qui  soit  toujours 

convergente,  car  on  a toujours  yz=  [yr 
par  conséquent 

Ly  = 1pL{yp  } = jîL{  »+y  — 1 }; 

si  dans  la  formule  qui  donne  le  logarithme  de 
1 -j-JC,  on  remplace  x par  y?  — 1 , on  aura 

Ly  = ^ {(y'— O — Ï (y— 1 1 )s— etc. } ; 

si  dans  celle-ci  on  remplace^  par  a,  on  aura 

ha=!X] 
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si  on  divise  ces  deux  équations  par  a,  et  qu’on 
observe  qu’on  a La  = 1 , il  en  résultera 

Lv  - (y— >)— Ky,’-0,+Kyy— OM(yp— OH-etc. , 

y (ap— !>— i(oP— i)3— i(af— * 

or  on  peut  concevoir  le  nombre  p assez  grand 
pour  que  yr  et  a?  différent  de  l’unité  d’aussi 
peu  qu’on  voudra  5 ainsi  la  formule  pourra  être 
rendue  aussi  convergente  qu’on  le  voudra. 

281.  Ceux  qui  désireront  connaître  un  plus 
grand  nombre  de  formules , pour  calculer  les 
logarithmes  des  nombres,  pourront  recourir  à - 
l’introduction  dont  M.  Delambre  a enrichi  les 
Tables  trigonométriques  de  Borda , ou  à l’intro- 
duction qui  précède  la  seconde  édition  du  grand 
Traité  de  Calcul  différentiel  de  M.  Lacroix , ils 
trouveront  dans  ces  deux  ouvrages  sur  ce  sujet , 
tout  ce  qui  peut  rester  à desirer  dans  celui-ci. 

282.  Avant  de  montrer  par  quelques  applica- 
tions l’usage  qu’on  peut  faire  de  la  théorie  que 
nous  venons  d’exposer,  nous  allons  chercher  à 
établir  directement  que  le  logarithme  de  1 -f-  x 
Contient  toujours  un  terme  affecté  de  la  pre- 
mière puissance  de  »,  et  en  déduire , comme 
conséquence  3 fa  fonction  prime  du  logarithme 

H ' 
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d’une  fonction  quelconque  de  cetté  variable. 
Pour  faire  voir  que  le  logarithme  de  1 -f-x  con- 
tient un  terme  affecté  de  la  première  puissance 

de  xy  il  suffira  de  montrer  que  1 x ^ con- 
f x 

tient  un  terme  indépendant  de  la  variable  x, 
c’est  à quoi  on  arrivera  facilement,  car  on  a 


L { i + } 


- = L.  { 1 + 07  = 


or  pour  obtenir  le  terme  qui  dans  le  dernier 
membre  est  indépendant  de  x,  il  suffit  de  faire 
x = o ; mais  cette  supposition  réduit  la  quantité 
<|yi  est  comprise  dans  la  parenthèse  à 


1-t-*  + ï + ri 


3 -f-  etc. ; 4 


et  comme  on  désigne  ce  nombre  ordinairement 
par  e,  il  en  résulte  que  le  terme  indépendant 

de  x,  dans  L - 1 g'  37 ^ , est  égal  à Le,  par  con- 
séquent le  premier  terme  du  développement 
de  L(  î + a;),  est  xLe,  ou,  ce  qui  revient  au 
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tnème,  puisque  Le=  ~ (*). 

283.Siondésigneparp  unefonction  quelconque 
de  x,  et  qu’après  avoir  substitué  x -f-  i , au  lieu 
-de  x , elle  devienne p -f-  /p'-f-etc. , le  logarithme 
de p se  changera  dans  celui  de  p+zp'-f-etc.; 
et  comme  cette  quantité  peut  se  mettre  sous  la 
forme  de  deux  facteurs,  dont  l’un  serait  p , et 

. w 

dont  l’autre  serait  1 -f-  i - + etc. , on  aura 

L { P+  ¥ 4-  etc.  }•  = JLp  -j-  L j i + i^-4  etc.  J , 

or  si  on  développe  la  seconde  partie  du  second 
membre  de  cette  équation,  ou  trouvera  que 
le  terme  affecté  de  la  première  puissance  de  i 

est  égal  à i -,  par  conséquent  la  fonction 

prime  du  logarithme  d’une  quantité  est  égale 
à la  fonction  prime  de  cette  quantité,  divisée 


(*)  C’est  ce  qu’on  aperçoit  sur-le-champ  j car  si  on 
représente  Le  par  q,  on  aura  et=  a?  -,  de  cette  équation 

i f ' 1 , . 

on  tire  a = ei  ; par  conséquent  -•  = l.a  , l.a  désignant 

comme  plus  haut  le  logarithme  d’un  nombre  pris  dans 
le  système  népérien , de  cette  dernière  équation  on  tire 

q — j-i  » 

* La  * 
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par  le  produit  qu’on  obtient  en  multipliant 
' cette  quantité  par  le  logarithme  népérien  de 
la  base. 

a84.  Pour  obtenir  la  fonction  prime  d’une 
puissance  telle  que  pm, p désignant  une  fonction 
quelconque  de  x , il  faut  substituer  x-j-i,  au 
lieu  de  x dans  p , élever  le  résultat  à la  puis- 
sance m,  et  prendre  le  coefficient  de  la  première 
puissance  de  i;  or  la  substitution  de  ac  + f,  au 
lieu  de  x dans  p , change  cette  quantité  en 
p -f-  ipr '-f-  etc.  Si  on  élève  ce  résultat  à la  puis- 
sance m,  on  trouvera  que  le  coefficient  de  i est 
mpm~'p'  ; d’où  il  résulte  que  là  fonction  prime 
d’une  puissance  est  égale  au  produit  de  l’ex- 
posant de  cette  puissance , par  la  puissance 
d’un  degré  moindre  d’une  unité , et  par  la 
fonction  prime  de  la  quantité  qui  est  élevée 
à cette  puissance. 

a85.  Dans  le  cas  où  m= £ , on  trouve  que  la 

- Df 

fonction  prime  de  ÿ'p  est  égale  à ~ ; par  con- 
séquent la  fonction  prime  d’un  radical  carré 
est  égal  à la  moitié  de  la  fonction  prime 
de  la  quantité  qui  est  sous  le  radical , divisée 
par  ce  radical.  Comme  ce  cas  se  présente 
fréquemment , il  est  bon  de  retenir  cette  règle. 
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286.  Si  on  voulait  obtenir  la  fonction  prime 
d’une  exponentielle  telle  que  a ? , dans  laquelle 
p est  une  fonction  quelconque  de  x , il  faudrait 
y substituer  x + i au  lieu  de  x , et  prendre 
le  coefficient  de  la  première  puissance  de  i ; 
or , par  cette  substitution  , p se  change  en 

p ip'  + etc.  ; ainsi  a?  se  changera  en 

ûH-V-f-etc. . mais  cette  quantité  est  égale  à 
apx.a'P'+  ctc- , ou  à ap  { 1 + ip'I.a -f-  etc.  \ ; par 
conséquent  le  coefficient  de  la  première  puis- 
sance de  i , dans  aP+ii/+tl c-  f sera  égal  à 
(ffp'La  ; d’où  il  suit  que  la  fonction  prime  d’une 
exponentielle  est  égale  au  produit  de  cette 
exponentielle  par  la  fonction  prime  de  l’expo- 
sant prise  relativement  à la  variable  princi- 
pale et  multipliée  par  le  logarithme  népérien 
de  la  base. 

287.  Il  est  bon  d’observer  que  si  une  fonction 
était  multipliée  par  une  constante,  tout  l’ac- 
croissement de  cette  fonction  serait  aussi  mul- 
tiplié par  cette  constante;  de  sorte  que  la  fonc- 
tion dérivée  d’une  fonction  quelconque  mul- 
tipliée par  une  constante,  est  aussi  multipliée 
par  cette  même  constante. 


U 
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Application  du  développement  des 'loga- 
rithmes, à la  recherche  des  sommes  des 
puissances  des  racines  d’un  polynôme  en- 
fonction  des  coefficiens  de  ce  polynôme. 

2288.  Soit 

x^-fAx"-1  4- Bxm-*  4- Cx"-3  4- • . • +Tx  + V 


uu  polynôme  ; si  on  désigne  ses  racines  par 
a , b , c,  d,. . . on  aura 


xm  -f-  Axm  1 4*  Bxm—“  + Tx  + V = 

(x  — a ) (x  — b ) ( x — c ) (x  — d ). . . . 


Si  on  prend  la  fonction  prime  des  logarithmes 
des  deux  membres  de  cette  équation,  on  aura, 
en  faisant  attention  que  le  logarithme  d’un 
produit  est  égal  à la  somme  des  logarithmes 
de  ces  facteurs, 


4 

v 


mi*-'  + ( 771  — 1 ) Axm—a  4-  • • • • sSx  + T 
~~xm  + Ax"-‘  4-  Bxm~a  4- _j_ Tx4-  V 


+ 


etc.; 


or 


— - — = x-1  4-  ax~a  4-  x-3  4 azx~*  4-  •' * 

x — a , 

si  dans  cette  équation  on  change  successive- 
ment a en  b , c,  d, . . . on  aura  une  suite  d’autres 
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quotiens  dont  la  Somme  sera  égale  à 

ngH  + s,  x~>  4-  sa  x-J  + S3  4 aT*  4--  • . 

--  ■ : • ' . . . .v,  ’ 

S, , S,,  Sj  ,. . . . . exprimant  respectivement , 

les  sommes  des  premières  , secondes,  troi- 
sièmes , etc.  puissances  des  racines , par  con- 
séquent on  aura 

mxm~ 1 -f-  ( ni  — î 5 Axm— * 4"  • • • • 4"  2Sx  4~  T 
a-"1  4-  Ax'm— 1 4-  Bx"-*  4 4-  Tx  -f-~V  = 

mx~l  -f-  S,  x~ 1 4“  x~3  4"  Sj  x~*  4*  etc. 

faisant  disparaître  les  dénominateurs  de  cette 
équation , on  en  aura  une  autre  qui  donnera , 
en  comparant  les  coelïiciens  des  mêmes  puis- 
sances de  x,  des  équations  qui  se  réduiront  en 
transportant  les  termes  dans  un  seul  membre , 
à 

S,  -j-  A = o 

/ Sa  -f-  ASi  -f-  2B  s o 

Ss  4-  ASa  + BSC  + 3C  — o 


Ces  formules  ont  déjà  été  données  à l’article  6i, 
mais  il  est  un  moyen  de  les  obtenir  qui  me 
paraît  beaucoup  plus  simple  , et  que  par 
cette  raison  il  ne  sera  pas  inutile  d’exposer* 

389.  Pour  abréger  le  discours,  nous  convien- 
drons de  représenter  par  f„abcd...  la  somme  des 
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produits  différens  qu’on  peut  former  avec  les 
les  lettres  abcd. . . en  les  prenant  n et 

par  fn  (a)  bcd les  produits  n à n dans 

lesquels  la  lettre  a se  trouve;  cela  posé,  il 
est  clair  qu’on  a 

o"  = a"-'/,  abcd..,.  — an-î  /,  (a)  bcd.... 

puisque  le  produit  de  an~'  par  a-\-b  -f-  e -j-d... 
surpasse  an  du  produit  de  an~'  par 
c’est-  à-dire  de  celui  de  an~*  par  a b -f-  ac 
4-  ad +•  • • ; mais  on  a 

en— 7à(a)  bcd. . . = an~lf%abcd. . . — a"~3f3(a)  bcd.. . . . 

an_3/3(a)  bcd. . . = a*~3f}abcd. , . — an~%(a)  bcd 

en_4/4(a)  bcd. . . = aa~%abcd. . . — a*~%(a)  bcd 


ces  équations  combinées  avec  la  première  f 
donnent  par  une  suite  de  substitutions 

a*  = a*-1/,  abcd — - abcd  -f*  c“-3  / 3 abcd  — 

a"-*  foabcd  -f- dt  fnabcd. 

Si  dans  cette  équation  on  change  successive- 
ment a en  byCfd,  on  aura  une  suite  d’au- 
tres équations  qui , étant  ajoutées  ensemble 
et  avec  celle-ci , donneront 

an-{~bn  -f-  e"...  c“~‘+  •••)  /.  abcd. . . — 

(a”~*  -f  4-  cH~3  4-. . . ) /»  °bcd  4- — nf«  abcd. 


J 
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Le  dernier  terme  de  cette  équation  est  . . . 
tifnabcd. ...  , parce  que  fK(a)bcd. . . . étant 
parmi  la  somme  des  produits  n à n,  qu’on 
peut  former  avec  toutes  les  lettres  a,b,c,  d. . . 
ceux  dans  lesquels  la  lettre  a se  trouve , si 
on  change  cette  lettre  successivement  dans 
chacune  des  autres,  et  réciproquement,  on 
aura  la  somme  de  tous  les  produits  n à n 
répétée  autant  de  fois  qu’ils  contiennent  de 
lettres , c’est-à-dire  n fois.  Si  le  nombre  n est 
égal  ou  plus  grand  que  celui  des  lettres,  il  est 
clair  que  le  dernier  terme  de  la  suite  sera 
mfmabcd. . . . , m exprimant  le  nombre  des 
lettres;  si  on  remplace  les  sommes  des  pro- 
duits des  lettres  prises  une  à une , deux  à deux, 
trois  à trois , ëtc. , par  les  coefficiens  du  po- 
lynôme proposé,  on  aura,  pour  déterminer 
les  sommes  des  puissances  des  racines  en 
fonction  de  ses  coefficiens,  les  équations  sui-r 
vantes , 

S,  *+■  A = o 
, S*  -J-  AS,  + aB  s:  o 

Sj  -f-  AS,  -J"  BS,  -j-  3C  — o 


qui  sont  les  mêmes  que  celles  que  nous  avons 
' déjà  trouvées  par  d’autres  moyens. 
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Du  développement  en  séries  des  sinus  et 
des  cosinus  d’un  arc  exprimé  par  les 

puissances  de  cet  dre. 

■ * . ; ,t;  >q 

•!  • >-«  • y ii  ~t 

a 90.  Désignons  par  x un  arc  , son  sinus  .sera 
une  certaine  fonction  de  cet  arc  et  une  fonction 
qui  deviendra  nulle,  . quand  on  y fera  jc=q, 
puisque  le  sinus  et  l’ajrc  doivent,  s’évanouir  ei^ 
même  temps  ; par  conséquent  le  développement 
du  sinus  en  fonction  de  l’arc , ne  d,oit  çonte- 
nir  que  des  puissances  positives  de  cet  ar.c; 
si  on  le  conçoit  ordonné  p^r  ^apport  aux  puis- 
sances croissants  çet  ûTÇ,  pq  aufa  , , j 


«in  x = Ax'6  -f-  Bx^t-f-  CxŸ  -f-Dx1^  + etc.  , 

: ••  " ' ' 1 « • ‘ 

Or  le  premier  des  exposons  de  x,  dans  le  se- 
cond membre,  ne  peut  être  plus  grand  que 
l’unité;  car  si  le  contraire  avait  lieu,  le  se- 
cond membre  étant  divisé  par  x,  ne  contien- 
drait que  des  puissances  positivés  de  x , et  à 
mesure  que  l’arc,  s’approcherait  de  zéro , le 
second  membre  irait  continuellement  en  dimi- 
nuant ; donc  le . rapport  du  sinus  à l’arc  irait 
aussi  toujours  en  diminuant,  à mesure  que 
Tare  irait  en  décroissant;  tandis  qu’au  contraire 

■*  I - - - w » • ♦ «A  Ûj/w  f1  \ J l.j 
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ce  rapport  va  continuellement  en  augmen- 
tant à mesure  que  l’arc  diminue;  de  plus, 
l’exposant  de  x,  dans  le  premier  terme , ne  peut 
être  plus  petit  que  l’unité , sans  quoi  le  second 
membre  divisé  par  x,  contiendrait,  au  moins  un 
terme  affecté  d’un  exposant  négatif;  ainsi  ce 
second  membre  pourrait  croître  indéfiniment 
jusqu’à  surpasser  toute  grandeur  donnée,  en 
«prenant  l’arc  x suffisamment  petit;  donc  aussi  le 
rapport  du  sinus  à l’arc  pourrait  croître  indéfi- 
niment , et  par  suite  surpasser  l’unité  , ce  qui 
est  absurde  ; ainsi  cet  exposant  ne  pouvant  èti'e 
plus  grand  ni  plus  petit  que  l’unité,  il  lui  sera 
nécessairement  égal  ; de  plus  , on  doit  avoir 
A = 1 ; car  la  quantité  A étant  le  terme  indé- 

1 pendant  de  x , dans  l’expression  de  ? elle 

doit  être  égale  à la  quantité  vers  laquelle  tend 

continuellement  la  valeur  de^-^,  à mesure 

JC  7 

• • ..  . ■ J ; • ; 

que  x diminue;  or  estplus  petit  que  1 , puis- 

que l’arc  est  toujours  plus  grand  que  le  sinus;  de 
plus  estplus  grand  que  ^ , c’est-à-dire, 

plus  grand  que  cos  x;  et,  comme  cette  der- 
nière quantité  s’approche  toujours  de  l’u- 
nité, à mesure  que  x diminue,  il  en  résulte 
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que  tend  continuellement  vers  l’unité  ; 

d’où  il  suit  qu’on  doit  avoir  A=i,  par  con- 
séquent 

sinx  — x + Bx^  -f  Cr>+Dx,,>  + etc. 

Il  ne  reste  plus  maintenant  à déterminer  que 
les  exposans  /3 , y,  «f,  ....  ainsi  que  les  coef- 
ficiens  B,  C,  D,  ....  qui  sont  indépendans' 
de  x. 

291.  Si  on  substitue  x -f-  i au  lieu  de  x , dans 
les  deux  membres  de  cette  équation,  le  se- 
cond membre  sera  identiquement  le  même 
que  celui  qu’on  obtiendrait,  si  ayant  les  va-  * 
leurs  de  sinx,  sin  z,  cos  x,  cos  z,  on  les  subs-  v 
tituait  dans  l’expression  sin  x cos  z -f-  sin  z cos  x ; 
par  conséquent  le  coefficient  de  la  première 
puissance  de  z,  dans  le  résultat  de  la  première 
substitution,  sera  égal  au  coefficient  de  la  même 
puissance  de  z,  dans  celui  delà  seconde;  or  le 
terme  sin  x cos  z ne  peut  contenir  de  première 
puissance  de  z,  puisque  cos  z qui  est  égal  à 
1 — 2 sin1  ne  peut  avoir  de  puissances 
de  i inférieures  à la  seconde;  ainsi  le  seul 
terme  sin  z cos  x en  donnera  un  dont  le  coef- 
ficient sera  évidemment  cos  x ; de  plus,  011  sait 

que 
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que  pour  obtenir  celui  qui  résulte  de  la  subs- 
titution de  x.  _■+■  i à la  place  de  x dans  le 
second  membre  , il  faut  multiplier  chaque 
terme  par  l’exposant  de  x et  diminuer  cet 
exposant  d’une  unité , on  aura  donc 
• ' w •viüil'..  I J:î;  : iap  (r'r;  a ■ 

cosx  = i -f-  -f-  >tCx*  1 -f*  <TDx#  1 + - etb.  ' 

u.  ’■  ci  J : ; •- .!  k.-'.  ■ ■,  fc-Jj' 


Sübstituaiit  dans  cette  égalité  jfc-f-  ai;  poui  x, 
et  prenant  de  part  et  d’autre  le  coefficient 
de  la  première  puissance  de  i,  on  aura  l’é- 
quation: suivante  ' 


, Jh.  '()'_} 


-*-sin r=(S , jS— ; . y — i i etc  : 


puisque  des  deux  termes  r 1 ’ t " » ' 
cos  x cds  i — sin  x sin  i 

]’> 

Y,  f T. 

il  n’y  a que  le  second  qui  puisse  donner  un 
terme  affecté  de  la.  première  puissance  de 
i , et  que  ce  terme  est  — i sm  x : compa- 
rant le  second  membre  de  cètte  équation , 
après  arvoir  change  les  signes,1  avec  la  pre- 
mière expression  de  sinus  x , on  aura , en 
observant  que  les  ekposans  dés  termes  de 
même  rang  doivent  être  égaux  ainsi  que  leur3 
coefficiens,  les  équations  suivantes  : 

•*v*.  ; .«6 
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Entré  lés  expOâans,  Entre  les  eoefficiens, 

(S  -fc  a = i ' — i B ==  i 

y — fi  as  0 f — y. y-—  i C =±  B 
; S — a =ay  —/.J—  iD=C 


tles  premières,  qui  sont  relatives  aux  expo- 
sans,  on  tire  fi  =±5-,  y=ç5i,  iïsesy,  etc.; 
des  secondes  qui  établissent  la  relation  qui 
existe  entré  tes  eoefficiens  , onrdéduit,  après 
les  substitutions  convenables^ 


B — -!-• 

a. 3’  2. 3.4. 5 


; D=- 


-,  eic. 


*•<•7  1 

portant  les  valeurs  de  ces  eoefficiens  dans  les 
séries  qui  donnent  lès  valeurs  dessin  x et  de 


cos  x,  on  aura 


'.;;r 


et 


gçj 

sin  x = x 5 -f g — — h etc. 


■q 

i 


f .cos  ra  1 «îr.f  :*.^.5ïr  3JtTS^  fftf .1  h 

éëries  dont  la  d&büVertë  est  due  à Newton. 

-r  . ">  ■ '•  Ci  • i.  • - ' • • '!!'"  i 91  I v 

292. De  ce  qu’on  vient  de  trouver,  il  résulte 
que  si  dans  sin  x ©n  substitue  x4~i  au  lieu  de  x, 
. le  coefficient  de  la  première  puissance  de  i est 
•égal  à cos  x,.  et  que  si,  dans  eps  x,  on  fait 
la  même  substitution , le  coefficient  de  la  même 
puissance  de  i est  égal  à — sinxj  par  con- 
séquent la  fonction  prime  du  sinus  exprimé 
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en  fonction  de  l’arc , est  égale  au  cosinus 
de  ce  même  arc , et  la  fonction  prime  du 
cosinus  exprimé  en  fonction  de  l’arc  , est 
égale  au  sinus  de  cet  arc  pris  négative - 
ment. 

2g3.  Pour  obtenir  la  fonction  prime  de  sin  p 
et  de  cos  p,  lorsque  p désigne  une  fonction  quel- 
conque de  x,  il  faut  considérer  que  si  p prenait 
un  §ccroissement  i , les  termes  affectés  de  la 
première  puissance  de  cet  accroissement,  dans 
sin(/J-f-ï)  et  cos  (p -h  i),  seraient  respecti- 
vement i cos  p et  — i sin  p ; mais  si  l’ac- 
croissement i't  au  lieu  de  se  rapporter  à p, 
se  rapportait  à x,  il  faudrait  à i , dans  ce  qui 
précède,  substituer  l’accroissement  correspon- 
dant de  p,  lequel  est  égal  à ip'-f-etc.;  si  oû 
fait  cette  substitution,  et  que  l’on  ne  conserve 
que  ce  qui  multiplie  la  première  puissance  de  i, 
on  trouvera  que  la  fonction  prime  de  sin  p est 
p'cosp,  et  que  celle  de  cos  p est  — p'smp-f 
par  conséquent  la  fonction  prime  du  cosinus 
d’un  arc  est  égale  au  produit  du  sinus  de  cet 
arc , multiplié  par  la  fonction  prime  de  l’arc, 
et  la  fonction  prime  du  cosinus  d’un  arc  est 
égale  au  produit  du  sinus  del’arc  par  la  fonc- 
tion prime  de  cet  arc , pris  négativement. 
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Développement  de  l’arc  en  fonction  du  sinus 
de  cet  arc. 

294,  Quel  que  soit  le  développement  de  Tare 
en  fonction  du  sinus , il  ne  peut  contenir  au- 
cun terme  constant , puisqu’il  doit  s’évanouir 
quand  on  y suppose  l’arc  nul.  De  plus  il  ne 
doit  contenir  que  des  puissances  impaires  du 
sinus,  car  il  doit  changer  de  signe  sans  chan- 
ger de  grandeur,  lorsque  l’arc,  sans  changer 
de  grandeur , change  de  signe  ; si  donc  on  dé- 
signe par  x l’arc  dont  le  sinus  est  s , on  aura 

x = Ai  + Bs3  + G5  + Dj7  -f-  etc.  ; ] 

si  on  substitue  x-f-i  au  lieu  de  x,  il  faudra 
remplacer  la  quantité  s par  s -f-  is'  + etc.  ; 
si  donc  on  compare  le  coefficient  de  la  pre- 
mière puissance  de  i dans  le  premier  et  le 
second  membre,  on  aura 

1 = A s'  -f-  3Bsa/  + 5CsV  -f-  7D f8/  •+■  etc.; 

. ; ■ t . , . ' ■ 

or  s représentant  sinx,  s ' représentera  cos  a;, 
puisque  la  fonction  prime  du  sinus  est  égale 
au  cosinus;  ainsi  on  aura,  en  divisant  les  deux 
membres  par  s',  et  en  remplaçant  s'  par  cosx, 
ou  \/ 1 —s* , l’équation  ; y.-:-. 

{ 1 — - } ».  = A -f- ,3Bj*  -4-  5G*  + 7l>i6  -|-  etc.  i-: 
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si  on  développe  le  premier  membre  de  cette 
équation,  on  aura 


i 1 .1  1 - 

i 

• o a 


■**■  + 


a . 4 ^ "T"  3 • 4 ■ 6 

A -+■  3Bis  -J-  5 Cs*  -f-  7D40  -f.  etc 


-{-  etc.  =s 


comparant  les  coefficiens  des  puissances  sem- 
blables de  s , on  aura  une  suite  d’équations 
desquelles  on  tirera  les  valeurs  de  A,B,C,D....; 
si  on  les  porte  dans  l’équation  qui  donne  la 
valeur  de  x , on  aura 


« 1 v x . v#  e 


5.5 


a-3  2 • 4 ’ 5.  ' 2 . 4 . 6,  7 


. f-  etc.: 


formule  due  à Newton. 

5295.  De  cette  formule  il  résulte  que  si  on  sup- 
pose un  accroissement  i au  sinus  s , le  terme 
affecté  de  la  première  puissance  de  i est  égal  à- 

; par  conséquent  la  fonction  prime 

de  Varc  exprimé  en  fonction  du  sinus  est 
égale  à Vunitè  divisée  par  le  cosinus. 

296.  Si  on  substitue  ^ — x ,au  lieu  de  x,  dans 

s 

la  série  de  l’arc  par  le  sinus , on  en  déduira 
l’expression  de  l’arc  par  le  cosinus,  et  on  trou- 
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vera  que  la  fonction  prime  de  rare  exprimé 
par  le  cosinus , est  égale  à V unité  prise  en 
moins , et  divisée  par  le  sinus. 

Développement  du  carré  de  Varc  en  fonc- 
tion des  puissances  du  sinus  de  cet  arc. 

397.  L’expression  6e  la  seconde  puissance 
d’un  arc  devant  convenir  à toutes  les  valeurs 
de  l’arc , il  faudra  qu’elle  devienne  nulle  avec 
lui;  par  conséquent  elle  ne  pourra  contenir 
aucun  ternie  indépendant  du  sinus  ; de  plus , 
comme  la  seconde  puissance  de  l’arc  ne 
change  ni  de  signe  ni  de  grandeur,  lorsque  le 
sinus , sans  changer  de  grandeur , change  de 
signe,  il  en  résulte  que  le  carré  de  l’arc  exprimé 
en  fonction  du  sinus,  ne  peut  contenir  que  des 
puissances  paires  de  ce  même  sinus  ; si  donc 
on  représente  les  cœfficiens  des  puissances 
paires  de  ce  sinus  par  A, B,  C,  etc.,  on  aura, 
en  désignant  par  x l’arc,  et  par  s son  sinus, 

x*  — Ai*  -f-  Bi*  -f-  Ci6  -f-  etc.  ; 
si  on  représente  le  second  membre  par  yy  on 
aura , en  dérivant  l’équation  par  rapport  à s , 

axx'  sr  y ; 

si  on  substitue  pour  x'  sa  valeur  ^=7^,  on 
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aura  une  équation  qui  étant  élevée  au  carré , 
donnera , à cause  de  x 1 =y , 


faisant  disparaître  les  dénominateurs  , et  pre- 
nant la  fonction  prime  des  deux  membres,  on 
aura  une  équation  qui  étant  divisée  par  2 y', 
donnera  . r 

y“  ( » — ■**  ) — *y'  — a = o ; 

mais  de  l’équation 

y = Ai*  -f-  Bs4  -f-  Ci6  + etc.  > j 

on  tire  successivement 

y = aAi  -f-  4Bi*  -f-  ^Ci5  -+•  .... 
y " = aA  -f*  3.4  Bi*  -f-  5.6  Gj4  . . . . $ 

si  on  porte  dans  l’équation  dérivée  du  second 
ordre  pour  y1  et  y"  leurs  valeurs  en  séries  , 
on  aura 


sA 

+ 3.4B  i*  + 5.6C 

i*+7.8D 

— aA  — 3.4B 

— 5.6C 

a -f  aAi*  + 4Bf*  -f  6Cj*  + . . .;S 

Cette  équation  peut  se  partager  en  autant 
d’autres  équations  qu’il  y a de  puissances  de  z, 
lesquelles  serviront  à déterminer  les  çoeffieiens, 
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et  à établir  la  loi  de  leur  dépendance  mutuelle  ; 
ces  équations  sont  : 

aA  = a ; 3.4®  = 4A 
5.6C  = 4aB;  7.8D  = 6»C 


de  ces  équations  on  en  déduit  successivement 


A = 


3.5.6 
4 * 


D = 


4 . 6 


3 . 5 « 7 . 8 


, etc. 


si  on  porte  ces  valeurs  dans  l’expression  de  x% , 
on  aura 


*■=‘•+1  + é'/rs  + 


4 . 6 . s* 

3 . 5 . 7 . 8 


Hh  etc. 


Liaison  des  exponentielles  imaginaires  avec 
les  fonctions  angulaires  , formules  qui  en 
résultent. 


298.  Nous  avons  vu  qu’en  ajoutant  ensemble* 
les  développemens  de  e*  et  de  e~K , on  avait 

e*+r‘=S{I  + f + ^~+  etc.  }. 

Si  on  compare  l’expression  qui  est  dans  la 
parenthèse  , avec  celle  qui  est  le  développement 
de  cos  x , on  verra  qu’on  passera  de  l’une  à 


• 1 
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l’autre,  en  changeant  x*  en  — je*,  ou,  ce  qui 
revient  au  même , x en  x y/ — 1 ; si  donc  on 
iait  ce  changement  dans  la  première  formule, 
on  aura 

çiy'-i  _|_  e-x</-\  — a COS  X. 

299.  On  a vu  aussi  qu’en  retranchant  le 
développement  de  e~ * de  celui  de  e*,  on  avait 

e-  - «r»  = a { *+  ^ + ■■-—5  + etc.  J. 

Si  on  compare  le  facteur  qui  dans  le  second 
membre  est  compris  dans  la  parenthèse  avec 
le  développement  du  sinus,  on  verra  qu’on 
passera  du  développement  de  e* — e~x  à celui 
du  sinus  de  l’arc  x , en  changeant  x*  en  — x% 
ou  x en  x y/ — 1 , et  divisant  le  tout  par  2 y/ — 1 ; 
de  sorte  qu’on  aura 

exy/~x  — = 3 y/ — 1 . sin  x. 

300.  Si  on  ajoute  ensemble  les  deux  équa- 
tions qui  terminent  les  deux  articles  précédens , 
on  aura  une  équation  qui  étant  divisée  par  2 , 
donnera 

= cos  x -f-  V/— " 1 . sin  x ; 

301.  Si  on  prend  le  radical  en  moins,  ce  qui 
revient  à retrancher  les  mêmes  équations  I’unô 
de  l’autre , on  aura 

0-tK-i  — cos  x — y/—  1 « sin  ap. 
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3oa.  Ces  résultats  nous  montrent  que  quoique 
les  exponentielles  imaginaires  prises  isolément 
ne  puissent  être  représentées  par  aucune  quan- 
tité réelle , néanmoins  il  faut  se  garder  de  le» 
rejeter  du  calcul , puisqu’en  les  combinant 
convenablement  soit  entr’elles  ou  avec  d’au- 
tres , on  tombe  sur  des  quantités  réelles  ; de 
plus  il  était  nécessaire  de  les  y introduire , 
afin  de  remplir  entre  les  grandeurs  la  lacune 
que  laissait  la  somme  de  deux  quantités  expo- 
nentielles réciproques,  puisque  la  somme  de 
deux  quantités  exponentielles  réciproques  et 
imaginaires  peut  représenter  tous  les  nombres 
au-dessous  de  2,  et  que  la  somme  des  deux: 
quantités  exponentielles  réelles  et  réciproques 
peut  donner  tous  les  nombres  qui  sont  au- 
dessus  ; mais  il  ne  faut  point  perdre  de  vue  que 
les  exponentielles  imaginaires  ne  représentent 
rien  autre  chose  qu’un  symbole  qui  tient  lieu 
de  toute  la  série  qu’on  obtiendrait , si  on  dé- 
veloppait les  exponentielles  imaginaires  de  la 
même  manière  que  si  elles  étaient  réelles , en 
ayant  égard  aux  règles  établies  en  algèbre  sur 
les  quantités  imaginaires , et  que  c’est  d’après 
cette  convention  et  la  correspondance  qui 
existe  entre  le  développement  des  exponen- 
tielles imaginaires  et  celui  des  sinus  et  des 
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cosinus,  qu^n  a 

e**''-1  = cos  x + V — i • *in 

V . 40 

5o3.  L’équation  précédente  qui  est  -si  remar- 
quable par  sa  fécondité  et  par  son  usage  dans 
toute  l’analyse  , peut  s’obtenir  immédiate- 
ment sans  recourir  à la  comparaison  des 
séries  des  exponentielles  avec  celles  qui 
donnent  les  sinus  et  les  cosinus , ce  qui  four- 
nit un  nouveau  moyen  d’obtenir  ces  dernières 
séries. 

3o4.  Pour  y arriver  y remplaçons  x dans  le 
développement  de  e*  par  xy/ — 1,  nous  aurons 
un  résultat  qui  sera  composé  de  deux  sortes 
de  termes;  les  uns  seront  réels  et  les  autres 
imaginaires  : si  on  représente  la  somme  des 
premiers  far  M,  et  le  coefficient  de  */ — i 
dans  la  somme  des  autres  par  N , on  aura 

e*»'—  =M  + N [/—ij 

6i  dans  cette  équation  op  change  x en  — x , 
on  aura  un  résultat  qui  ne  différera  du  pré- 
cédent que  par  le  signe  de  la  partie  imagi- 
naire, de  sorte  qu’on  aura 

e-**:—  = M — N y/—  I , 

m ultipliant  entr’elles  ces  deux  équations  membre 
à membre,  on  aura 
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i = M*  + N** 

or  la  somme  des  carrés  des  quantités  réelles 
M et  N ne  peut  être  égale  à l’unité,  à moins 
que  chacune  d’elles  ne  soit  moindre  que  1 ; si 
donc  on  désigne  par  <p  l’angle  dont  le  cosinus 
est  M,  le  sinus  du  même  angle  sera  repré- 
senté par  N,  et  on  aura 

e1^- 1 = cos  p + V-  i . sin  <p  > 

de  cette  équation  on  tire 

eY~'  = cos  - 4-  1/ — 1 . sin  - ; 

x 1 r x 

or  le  premier  membre  de  cette  équation  est 
indépendant  de  x , le  second  membre  doit  donc 
aussi  en  être  indépendant  ; et  comme  aucuns 

des  termes  du  développement  de  y/ — î . sin  ’ , 
ne  peuvent  être  détruits  par  ceux  de  cos  ? , 

il  faut  que  - soit  constant,  ce  qui  exige  qu’on 
x •« 

' ait  <p  = kx,  k étant  une  constante  qu’il  faut 
déterminer  j si  dan^  l’équation 

e?*-x  = cos  p + y/ — I • sin  f » 

on  remplace  <p  par  kx,  on  aura 

é*v-'  ■=  cos  kx  + s/—-  i . sin  kx 
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pour  déterminer  k , changeons  dans  cette  équa- 
tion x en  on  aura 


W-y 


•=.  cos  x *+•  [/ — 1 . sin  x. 


Si  au  premier  membre  de  cette  équation 
on  substitue  son  expression  en  série , on  aura , 
en  observant  que  le  coefficient  de  V' — 1 dans 
le  second  membre  est  égal  à sin  x 


Si  on  divise  les  deux  membres  de  cette  der- 
nière équation  par  on  en  aura  une  autre 
dans  laquelle  la  limite  du  premier  membre 
sera  égale  à celle  dû  second;  or  celle-ci  est 
égale  à l’unité,  ainsi  celle  du  premier  membre 

qui  est  exprimée  > par  ^ est  aussi  égale  à î ; ce 


qui  exige  qu’on  ait  k = \)  par  conséquent 

= cos  x + \/ — 1 . ein  x , 

formule,  qui  est  la  même  que  celle  que  nous 
avons  déduite  plus  haut  de  la  comparaison  du 
développement  des  exponentielles  avec  les 
développemens  du  sinus  et  du  cosinus. 

• „ «V  • r 4 » • r p ( 

3o5.  Si  on  développe  en  séries  le  premier 
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membre  de  cette  équation,  on  aura,  à cause  que 
la  partie  réelle  du  premier  membre  est  égale  à 
la  partie  réelle  du  second,  et  que  la  partie 
imaginaire  est  égale  dans  les  deux  membres, 
les  deux  équations  suivantes  : 


X 3 3? 

: ^=*-^  + 1775 


•+-  etc. 


x%  _l. 

cos  x = i — -r 

a 


x* 

âT74 


x8 

etc. 

a.  .6 


formules  connues  et  qu’on  a déjà  trouvées 
plus  haut  §2191- 

3o6.  Si  dans  l’équation 

gTV'-i  ~ cos  X + 1/—  ,1  sût  X , 

• 4 t 

on  remplace  x par  ik* , k étant  un  nombre 
entier  quelconque,  on  aura 


aAW  1 — cosafor  + 1/—*  1 . sina&w^e  i , ' 


de  cette  équation  on  tire,, en  prenant  les  lo- 
garithmes népériens  des  deux  membres, 

/.  1 — akr  \/  — 1 ; 

par  conséquent  l’unité  a un  nombre  infini  de 
logarithmes  dont  un  seul  est  reel  et  égal  à zéro , 
et  tous  les  autres  sont  imaginaires. 

307.  Non-seulement  l’unité  a un  nombre  infini 
de  logarithmes , mais  un  nombre  quelconque 
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«n  a a’ussi  une  infinité;  en  effet,  si  x est  le 
logarithme  tabulaire  d’un  nombre  y,  on  aura 


puisque 


y = e*=  e*+*W-* 


ikrrJ — r 

e =1 


par  conséquent  on  aura 

ly  t=  x + a lar  [/  — 

k , ‘ ' ' ■ • • • : * ' ■ •*  v : • 

■d’où  l’on  voit  que  le  logarithme  d’un  nombre 
positif  a une  infinité  de  logarithmes  parmi  les- 
quels un  seul  est  reel,  et  tous  les  autres  sont 
imaginaires. 

3o8.  Pour  avoir  le  logarithme  de  — 1,  il  faut 
substituer  dans  l’équation 

gxv'-i  — cos  x 4-  y/ — 1 . sin  x, 

au  lieu  de  a;  un  nombre  impair  de  demi-cïr- 
coaference , ou  ( sA-f*- 1 ) -rr;  par  cette  substi- 
tution ona.  • i :i*  . 10  ' ! : i?  ..'i' 

* A 

e(aAH-i)w  /—  i 

, • -\;  , - ■ . ; i -.i  .• 

ços  ( 2&  -f- 1 ) $/**■*!  . sin  ( siq*  4 ) vr,z=z*-  i ; ) 

prenant  les  logarithmes  népériens  des  deux 
membres,  on  a ■ - \ 

1(—  i)  = (aft+i)«r  V ~ l\ 
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ainsi  les  logarithmes  de  — i , et  par  suite  ceux 

de  tous  les  nombres  négatifs , sont  imaginaires. 

La  question  des  logarithmes  des  quantités 
négatives  fut  très-agitée  entre  Leibnitz  et  Jean 
Bernoulli  ; ce  dernier  soutenait  que  les  loga- 
rithmes des  quantités  négatives  étaient  réels  ; 
pour  le  faire  voir , il  partait  de  l’équation . . . 
( — 1 )*=(i)*;  donc  disait  il  /.  ( — i)‘=/.(i)*, 
ou  2 /.(  — i)=a7. 1,  ou  enfin  /.( — i)  = /.i; 
mais  il  est  clair  que  quoique  l’équation  primi- 
tive soit  exacte,  la  conclusion  qu’il  en  tirait 
ne  l’était  pas  ; car  l’égalité  de  deüx  puissances 
n’entraînant  pas  celle  de  leurs  racines,  fl  n’en 
pouvait  conclure  que  les  logarithmes  de  ces 
racines  étaient  égaux,  aussi  la  difficulté  ne  resta 
pas  long-temps  sans  réplique;  Euler  qui  prit 
part  à la  discussion  de  cette  question,  adopta 
l’opinion  de  Leibnitz  qui  croyait  que  les  loga- 
rithmes des  quantités  négatives  étalent  ima- 
ginaires ; et, c’est  à lui  à qui  l’on  doit  la  démons- 
tration qu’on  a rapportée  ci-dessus.  • > ) 

5og.  De  l’équation  L — î = ( 2 £-{-  i)tt \/ — 1 , 
on  tire  une  valeur  singulière  de  la  demi-circon- 


/ 
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5io.  Si  dans  la  formule 

e*y~l  = cos  Ï + y — 1 . sin  X, 


4l7 


on  change  jc  en  ^ , on  aura , en  prenant  les 
logarithmes  népériens  de  part  et  d’autre , 


d’où 


- ÿ — 1 = l.\/  — 1 

2 /.  1/  — 1 

* =£  T—*—* 

]/—  1 


r 1 , . : 


formule  due  à Leibnitz  et  qui  revient  à la  pre- 
mière. ' 

5n.  Pour  obtenir  les  logarithmes  d’une  quan- 
tité en  partie  réelle  et  en  partie  imaginaire , telle 
que  a+b\/ — 1,  il  faut  mettre  cette  quantité 
sous  la  forme  • 

. ■ , ; • , ■ ’ 

f « , b y/—  1 ) 

+ **  1 y*+¥  + vv  + t-  r 

puis  faire 


= cos  ç; 


V + b' 

mais  de  cette  équation  il  résulte 
b ■ 


= an 


\/d * + b * 
par  conséquent 

_ 

a+b  l/—  V/<*a+^a{cos?+K,~l  -sinf 

n 


\ 
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si  on  représente  le  logarithme  tabulaire  de 
\Jax-\-  b*  par  jc,  on  aura  \/ a' b*— e1,  d’ailleurs 

î cos  <?■+  y — i . am  ? = e =e  - , 

ainsi 

a + b y — i = c T } 

si  on  prend  les  logarithmes  népériens  des  deux 
membres , on  aura 

l.{/i.+  b i/—  i } = x+  i ; 

^ c\ t * ‘ ■ ^ 

or , quel  que  soit  le  nombre  k,  comme  il  est  en- 
tier , la  partie  qui  est  dans  la  parenthèse  peseara 
jamais  nulle,  lorsqu’aupunes  des  quantités  a §t  b 
pe  seront  n.ullesj  par  conséquçQt  Je  logarithme 
d’une  quantité  de  la  forme  a-f-fty' — i.qst#pr 
core  de  la  même  forme , et  il  est  égal  à la  moitié 
du  logarithme  de  là  somme  des  (jarres-  de  la  par- 
tie réelle  et  dëlh  partie  imaginaire,  plus  — t, 

multiplié  par  l’arc  dont  le  cosinus  est 

'■  ■ - a — ou , cp  qui  re-vient  au  même , par 
' t/a‘4-4» 

.i  . oil-r;  • i ' 

l’arc  dont  la  tangente  eât  -•  ‘ 

• r o 

5ia.  On  peut  aussi  démontrer  que  toute  quan- 
tité de  la  forme  {a  -h  b \/—  est  aussi 

de  la  forme  p -\-q  \/ — i;  en  effet,  si  x est 

le  logarithme  népérien  àü  \^a*-\-b% , et  <p  l’arc 


% 


d’analtsje. 

(font  la  tangente  est  | , on  aura 


Ai$ 


a-\-b\/ — J =e*{cosp-J- p''—  i . 1 ■ 

par  conséquent 

{ a + b V/-  l)  m+n^-'  =5 

»)('"*+■'»✓—  0 _ mx—nq  (mç+nxW—i 
e - x sp 

xnx—nç  ' p(mf4.njC)+y'-B-1sin(mç-}-ljx)}; 

ai  on  fait 

e”lr  n<f  co3  ( m<p  -f.  nx  ) = p 
mx-n*  ^ Ç ^ ^ ^ ) ___  q , 

on  aura 


3i3.  La  facilité  avec  laquelle  les  exponentielles 
peuvent  être  soumises  au  calcul,  et  la  liaison 
qui  règne  entre  les  exponentielles  imaginaires 
et  les  quantités  angulaires,  donnent  lieu  à un 
.grand  nombre  do  formules  dont  l’usage  est 
très-étendu  dans  toute  l’analyse  j nous  allons 
nous  attacher  à foire  connaître  les  principales. 
3r4.  Si  on  élève  lesdeuxmembreade l’équation 

e*v" — * = cos  x -f-  l/—  * . sia  <c 

à la  puissance  m on  aura  • 

e"’*'""  = ( cos  x -f-  Ÿ — 1 • sin  x)m  ; 

mais  en  vertu  de  la  première  équation  on  a 
= coi  mx  +V—  J . sin  mx  , 

37  • *; 


t , 


\ 


Digitized  by  Google 


'420  MÉLANGES 

ainsi  on  aura , quel  que  soit  le  nombre  m,  la 

formule  suivante 

| cos x -f-  y/ — i . sin x = cos mx  -f-  y/ — 1 . sin  mx$ 

cette  formule  aussi  remarquable  par  son  élé- 
gance que  par  sa  fécondité,  est  connue  sous  le 
nom  de  formule  de  Moivre , parce  que  ce 
géomètre  célèbre  est  le  premier  qui  l’ait  re- 
marquée. 

315.  Si  on  prend  dans  la  dernière  équation , 
chaque  radical  en  moins,  ce  qui  revient  à faire 
sur  l’équation 

* • • - ' t *•>.«*  ; 

— f cos  x — l/—  1 . sin  x 1 
' 1 • i * 1 

les  mêmes  opérations  que  celles  que  nous 
avons  feites  sur  la  première , on  aura  : 

{ cosx  — V'“‘~  i -sinx  }"*  = cos i . sinmx. 

316.  Si  on  combine  par  voie  d’addition  et  de 
* soustraction  les  équations  qui.  terminent  les 

deux  numéros  précédens,  on  trouvera  suc- 
cessivement ' 1 

a.  cos  mx  ss  7 

- ■ 

{ Cos  x-f-  i . sin  x }m  + { cosx  — — i . sin  x }"* 

2 y/  — 1 .sin  mx  = 

{ cos  x + y/-i  . sin  x { cos  r — y/ — I . sinx  J"* 
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517.  Si  on  développe  les  binômes  qui  com- 
posent les  seconds  membres  de  ces  deux  équa- 
tions , on  en  déduira  que  ços  mx  est  égal  à la 
somme  des  termes  réels  du  développement  de 

{ COS  3Ç  + v-  1 . sin  x 
♦ 

et  que  sin  mx  est  égal  à tout  ce  qui  multiplie 
v/  — 1 dans  le  même  développement  ; ainsi 
on  aura  pour  déterminer  les  sinus  et  cosinus 
des  arcs  multiples  en  fonction  des  produits 
des  puissances  des  sinus  et  des  cosinus  de  l’arc 
simple , les  formules  suivantes  : 

cos  mx  = cosmx— 


ni . m — 1 


a 

et 


cosm—ixsin*x-f 


m.m — î .m — 2.771 — 3 


cosn  ,xsin<x — etc* 


sin  mx  : 


mcos^—'xsinx — 


771.77» — 1 .771- 


• oosm  * xsin*x  -f-  etc.  , 


lesquelles  ont  lieu,  quel  que  soit  le  nombre  m. 

5 18.  Si  on  divise  la  seconde  des  équations  du 
paragraphe  antéprécédent  par  la  première , on 
aura  une  équation  dont  le  second  membre 
sera  une  fraçtion  qui  donnera , en  divisant  le 
numérateur  et  le  dénominateur  par  cos  mx,  la 
tangente  d’un  arc  multiple , en  fonction  de  la 


Y 
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tangente  de  Tare  simple  ; cette  équation  sera 


{ !-f_  i/—  1 . tangx  } — {/ — i.  tanga:}™ 

{ i -f  \/ — î . tangx"}™  — { 1 — \/ — 1 . tang x }*'* 

ou  en  développant  les  puissances  indiquées  , 
et  désignant  pour  abréger  tang.#  par  t. 


formule  qui  a lieu  quelque  soit  le  nombre  m> 
et  qui  peut  s’obtenir  facilement  en  divisant 
le  développement  de  sin  mx  que  nous  avons 
donné  ci-dessus  par  celui  de  cos  mx , 

Les  formules  que  nous  venons  de  donner 

pour  cos  7 ?ix,  sin  mx  et  tang  mx,  peuvent 
encore  se  tirer  facilement , lorsque  le  nombre 
rn  est  entier,  des  formules  qui  donnent  les  co- 
sinus , les  sinus  et  les  tangentes  de  la  somme 
d’un  nombre  quelconque  d’arcs;  comme  ces 
dernières  formules  peuvent  s’obtenir  fort  aisé- 
ment, nous  allons  nous  y arrêter  un  instant.. 


tang  mx  ~ 


tang  mis 
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Démonstration  des  formules  qui  donnent 
les  sinus  y les  cosinus  et  les  tangentes  de 
la  somme  d’un  nombre  quelconque  d’arcs. 

. 3ig.  Pour  arriver  à ces  formules  de  la  ma- 
nière la  plus  simple.,  nous  considérerons  le 
produit  des  facteurs 

cosa-f-^/ — î.sina,  cos  5 -f- - 1 . sin  6 , 
cosc  -f-  V’  1 .sine, 

ce  produit , ainsi  qu’on  le  sait  , est  égal  à 
cos  ( a + é + c+-. ..)  + ✓-  i sin  («  + * + c....) 

ainsi  le  coefficient  de  )/ — i , dans  le  produit 

des  facteurs  dont  il  s’agit,  sera  égal  à 

sin  (a-f-è-f-c...),  et  le  terme  indépendant 
de  \/ — i-  sera  égal  à cos  ; 

si-  on  divise  le  coefficient  de  dan^  le 

produit  des  facteurs 

(cosa+V^ — i .sin a)  (cos  b + \é — i . sin  4),... 

* 

par  la  somme  des  termes  indépendans  d& 
l/ — î , on  aura  la  tangente  de  la  somme  de 
tous  les  arcs  a , &,  c,  d. .. . 

Pour  trouver  la  loi  des  termes  du  produit 
des  facteurs  que  L’on  considère , nous  divise- 
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rons  chacun  d’eux  par  son  premier  terme,  et 
nous  multiplierons  le  produit  de  tous  les  fac- 
teurs ainsi  divisés , par  le  produit  de  ces  pre- 
miers termes,  ce  qui  donnera 

C0R(a-+-i+c-f-<i. . . — 1 .sin(a-4-M-c+d. . .)  =3 

cos  a cos  b cos  c cos  d...  {,+y/-  î . tang  a } 

{ 1 -H  V—  1 • tanS  b } { 1 -f  V—  1 • tang  c } 


or  la  somme  des  termes  réels  dans  le  produit 
des  facteurs  binômes  est  égale  à l’unité,  moins 
la  somme  des  produits  deux  à deux  des  tan- 
gentes de  tous  les  arcs,  plus  la  somme  des 
produits  quatre  à quatre  des  tangentes  de  ces 
mêmes  arcs  , et  ainsi  de  suite-  si  donc  on 
multiplie  tous  les  termes  de  ce  produit  par  le 
produit  des  cosinus  de  tous  les  arcs,  et  qu’on 
observe  que  le  produit  des  tangentes  de  plu-r 
sieurs  arcs , multiplié  par  le  produit  des  co- 
sinus de  ces  arcs , est  égal  au  produit  des  sinus 
des  mêmes  arcs,  on  trouver^  que  le  cosinus 
de  la  somme  d’un  nombre  quelconque  d’arcs 
est  égal  au  produit  des  cosinus  de  cçs  arcs , 
moins  la  somme  des  produits  deux  à deux 
des  sinus  de  ces  arcs  par  les  cosinus  des 
autres  arcs,  plus  la  somme  des  produits  quatre 
à quatre  des  sinus  de  ces  arcs  par  les  produits 
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des  cosinus  des  autres  arcs,  et  ainsi  de  suite. 

320.  Si  on  considère  le  coefficient  de  y/ — 1 
dans  le  produit  des  facteurs  qui  sont  compris 
entre  parenthèses , on  trouvera , en  le  multi- 
pliant par  le  produit  des  cosinus  de  tous  les 
arcs , que  le  sinus  de  la  somme  d’un  nombre 
quelconque  d’arcs,  est  égal  à la  somme  des 
produits  de  chaque  sinus  par  le  produit  des 
cosinus  des  autres  arcs , moins  la  somme  des 
produits  trois  à trois  des  sinus  par  les  cosinus 
des  autres  arcs,  plus  tous  les  produits  cinq  à 
cinq  de  ces  mêmqp  sinus  par  les  cosinus  des 
autres  arcs,  et  ainsi  de  suite. 

„ ' ' U 

321.  Les  termes  réels  et  imaginaires  du  pro- 

duit des  facteurs  binômes  qui  se  trouvent  dans 
le  second  membre  de  cette  équation , étant  mul- 
tipliés par  cos  a cos  b cos  c cos  d ,. . . ce  fac- 
teur disparaîtra  par  la  division  des  premiers 
par  les  seconds , de  sorte  qu’on  trouvera  que 
tang  ( a + b c d. ...  ) sera  égale  à la 
somme  des  termes  qui  multiplient  y/ — î dans 
le  produit  de  - 1 

{ i+\/ — i .tanga} {î  + V^ — * .teng5}{i+j/ — i.tangc\ 

divisée  par  la  somme  des  termes  qui  ne  sont 
pas  multipliés  par  y/ — î ; or  la  somme  des 
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premiers  est  égale  à la  somme  des  tangentes 
moins  tous  les  produits  trois  à trois  de  ees 
tangentes , plus  tous  les  produits  cinq  à cinq , 
et  ainsi  de  suite , et  la  somme  des  seconds 
est  égale  à l’unité,  moins  tous  les  produits 
deux  à deux  des  tangentes  , plus  tous  les  - 
produits  quatre  à quatre  et  ainsi  de  suite; 
par  conséquent  la  tangente  de  la  somme  de 
tant  d’arcs  qu’on  voudra , est  égale  à la  somme 
des  tangentes,  moins  tous  les  produits  trois 
à trois  de  ces  tangentes,  plus  tous  les  produits 
cinq  à cinq  et  ainsi  de  suite,  le  tout  divisé  par 
l’unité , moins  tous  les  prodiffts  deux  à deux  de 
ces  tangentes,  plus  tous  les  produits  quatre  à 
quatre,  et  ainsi  de  suite. 

522.  Si  dans  les  formules  qui  donnent  les  si- 
nus , les  cosinus  et  les  tangentes  de  la  somme 
d’un  nombre  quelconque  d’arcs,  on  suppose  que 
tous  ces  arcs  soient  égaux  entr’eux , et  à a , 
on  aura  celles  qui  donnent  les  sinus , les  co- 
sinus et  les  tangentes  des  arcs  multiples , les- 
quelles ont  été  données  pour  la  première  fois 
par  Jean  Bernoulli, 

325.  Les  formules  qui  donnent  les  sinus  et  les 
cosinus  d’un  arc  en  fonction  des  exponen- 
tielles imaginaires,  fournissent  un  moyeu  très- 
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Simple  d’obtenir  celles  qui  donnent  les  puis- 
sances des  sinus  et  des  cosinus  de  cet  arc  en 
fonction  des  sinus  et  des  cosinus  des  arcs  mul- 
tiples ; c’est  ce  qu’il  est  facile  de  voir , car  si 
en  élève  les  deux  membres  de  l’équation 

9 cos  x — 1 g— «V'— * 

à la  puissance  m et  qu’on  développe  le  second 
membre,  on  aura 

( a co*  x )*  =se 

etc>  . 

mais  on  a 

— cos  mx  -f-  y/  — 1 . sin  mx 
g(in-a)V-i  __  cog  (/n 2 )x  y'  — 1 . sin  ( m — s)  X 

__ cos  — 4) x ~h  V — 1 .iin  (irt  — 4 ) * 


si  donc  on  substitue  dans  le  second  membre 
de  l'équation  qui  précède  ces  dernières,  pour 
les  exponentielles  imaginaires  leurs  expres- 
sions en  fonctions  angulaires,  on  aura 

( a cos  x)m  = 

icoimx  -f-  aftcos  (m— a)i  + — “ cos(m — /Qx  -f-  etc. 

4*  Vé— J { a)*-}-— — — -sin  J 

2 
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si  on  suppose  que  m soit  un  nombre  entier 
et  positif,  les  deux  séries  qui  composent  le 
second  membre  de  cette  dernière  équation 
sont  terminées;  et  comme  les  derniers  termes 
de  la  seconde  suite , ainsi  que  ceux  qui  sont 
également  éloignés  des  derniers  termes  dans 
cette  première  suite , sont  égaux  et  de  signes 
contraires , il  en  résulte  que  les  termes  de  la 
seconde  suite  se  détruisent  mutuellement , et 
qu’il  ne  reste  que  ceux  de  la  première,  de 
sorte  qu’on  a simplement 

( 2 COS  X )n  = 

cosmx-j-mcos  ( m — 2 ) — -cos  C m — 4 ) x + etc. , 

Mais  si  le  nombre  m est  négatif  ou  fraction- 
naire, les  deux  séries  ne  s’arrêtent  point,  et 
comme  l’une  d’elles  est  réelle  et  que  l’autre 
est  imaginaire,  il  semblerait  qu’excepté  le 
ças  de  m entier  et  positif,  la  seconde  série  est 
nécessaire  pour  avoir  le  développement  com- 
plet de  ( 2 cos.  x )m,  lors  même  qu’on  sait  que. 
cette  expression  doit  être  réelle.  Cette  sin- 
gularité tient  à ce  que  dans  le  développement 
des  puissances , on  ne  tient  aucun  compte  des^ 
fonctions  qui  servent  à compléter  les  termes 
auxquels  on  s’arrête  ; car  si  on  y avait  égard. 


/ 
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tous  les  termes  de  la  seconde  suite  se  détrui- 
raient , de  manière  qu’il  ne  resterait  que  des 
quantités  réelles  ; c’est  ce  dont  on  peut  se  con- 
vaincre facilement. 

024.  Pour  obtenir  la  formule  qui  donne  l’ex- 
pression de  (asinx)”,  partons  de  l’équation 

l 

s |/ — i . sin  x = eIY“1  — é~xVL~t  ; 

si  dans  le  premier  membre  on  remplace  y/ — 1 
par  cos  *-  + 1/  — 1 . sin  ^ , on  aura  • 

a sin  x jcos^  ■+•  \/ — 1 . sin  ^ j = — e-IY_I  • 

: '••••  - . ; ' • 

si  on  éléve  les  deux  membres  de  cette  équa- 
tion à la  puissance  m,  on  aura 

. 1 . ' , 1 

• / • s ■ ttit  . ..  mnr  ) 

: ( 2 an  x )m , J cos -j-  -J-  y — 1 . sm | = 

| e’V'-»  — }">  ■ 

si  on  développe  le  second  membre , on  aura 

* . f.  ttitt  . Trar  i 

( a sin  x)m  | coa  — p -f-  y — i . aia  J = 

em* — 77ie^m  1 4-  _ etc  . 

••  • . 2 1 ’ 

si  dans  le  second  membre  de  cette  dernière 
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équation , on  remplace  les  exponentielles  ima- 
ginaires par  les  . fonctions  angulaires  qui  leur 
sont  équivalentes , on  aura 

„ f mx  . . i • mx  î 

( 2 sm  x )m  | cos  — + V — 1 • Slfl  | — 

-cosmrr  -r-mcosfm-— 2)x  4-  ”**” cos(m- — 4)x — et0- 

jsinmx-— sin(m--2)x+— — ^ — -sin(m— 4)x-etc.  j ; 

1 ~ 4 ’ ' ^ * -*  ^ 

si  on  multiplie  les  deux  membres  de  cette  équa- 
tion  par  cos  ~ — t/— i . sin  le  premier 

membre  se  réduira  à (asm*)'"  et  le  second 
membre  se  composera  de  deux  espèces  de 
termes,  les  uns  seront  réels  et  les  autres  imagi- 
naires ; et  comme  ces  derniers  doivent  se  dé- 
truire, lorsque  le  nombre  m est  entier,  puis- 
que le  premier  membre  est  réel , si  en  résulte 
qu’on  aura  simplement 

( 2 sin  x )m  == 

cos  HH  f cos/nx—mcos(m--2)x+^=^cosCm— 4)r  - etc. } 

al  r - , **  * . . 

5 ..  . . M . I • • f - . ’ v J 

-f-sin—  | sinmcc— msin  (m— 2)x+^ — sm(m— 4)  x-etc . | , y • 

formule  connue  et  qu’on  obtient  immédiate- 
ment en  remplaçant  x par  ^ — x dans  celle 
que  nous  ayons  trouvée  pour  ( 2 cos  x )*. 
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Formules  qui  donnent  Iq,  série  de  l'arc  en 
fonction  de  la  tangente  de  cet  arc , et  V ac- 
croissement complet  d'un  arc  qui  corres - 

pond  à un  accroissement  donné  de  la  tan- 
gente. 

. 5 2$.  Pour  trouver  l’arc  en  fonction  de  la  tan- 
gente, reprenons  la  formule 

r * 

£ x + V—  1 . Sin  x ; 

- '•  • ...  ; c 

Si  on  prend  les  logarithmes  népériens  des 
deux  membres , on  aura , à cause  que 

tPlVrfryir-U  Wji  + . tang  x } 

0 • * . . ’ . . J - c jI  ‘ . . 1:C' 

l’équation  suivante 

ii.  ; , I ——  ! i * * 

a:  1/— 1 =±=i  cob  x ï+  V-  > • teflg  x } ; 

i . • - t . ; • ;•}  ’j  £ > 

si  on  développe  1.  { 1 -fl/—  1 . tang  x i 
comme  ;on  développe  l ( 1 +x  ),  le  se- 
cond membre  sera  composé  de  termes  mul- 
fiplies  par  ÿ—i , et  de  termes  quijje  seront 
pas  multipliés  par  y/—  1 • et  comme  l’égalité 
ne.pourra  avoir  lieu , à moins  gueia  somme 
de  ceux-ci  ne  soit  nulle,  et  que  le  coefficient 
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de  v/ — i » dans  le  premier  membre , ne  soit 
égal  à tout  ce  qui  multiplie  \/ — 1 dans  le 
second  membre,  il  faudra  qu’on  ait  les  deux 
équations 


o = log.  COS  X 
x — tang  x — 


ftang*  x 
' a 
tang3  x , 

3 h 


tang*  x 

--4-  + 
tang5  x 
5 


tang6  x 


etc. 


î^  + etcJ 


La  première  de  ces  deux  équations  donne  le 
logarithme  du  cosinus  d’un  arc  en  fonction  de 
la  tangente , et  la  seconde  détermine  l’arc  par* 
la  tangente. 

> 

326.  On  peut  trouver  la  seconde  des  deux 
formules  précédentes,  en  divisant  membre  à 
membre  les  deux  équations 

exv'-’  = cos  x + l/ — * . sin  x 

e-*y—t  — cos  x — y — 1 . sin  x, 

, ' - ) ' 

car  de  cette  division  il  résulte 

fsy-x  __  1 + V—  1 . tang  x , 
r - - 1 — y — t . tang  x ’ 

si  on  prend  les  logarithmes  des  deux  membres 
de  cette  équation , on  tire  la  formule  suivante  : 

* = 1 . 1 \ ' + V~  ' • tang  a, 

a V.  — » l I — v—  1 , tang  xJ’ 

si 


\ 
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si  de  cette  équation  on . développe  le  second 
membre,  on  aura,  à cause  que 

— {«  + Ï+T  + --Î 

la  formule  dont  il  s’agit. 

527.  La  formule  que  nous  avons  trouvée  ci- 
dessus  et  qui  donne  l’arc  par  la  tangente,  n’est 
qu’un  cas  particulier  de  celle  qui  donne  l’accrois- 
sement complet  d’un  arc  ea  fonction  de  l’ac- 
croissement de  la  tangente  de  cet  arc  et  des 
quantités  angulaires  qui  lui  sont  relatives  ; pour 
le  faire  voir , désignons  par  i l’accroissement  de 
tangx,  et  par  z l’arc  qui  correspond  à la  tan- 
gente i 4-  tang  * , on  aura  , par  la  relation 
établie  § 5a6 , entre  un  arc  et  la  tangente 

» = -4—  io8.(‘  + ta°^->/-1}  = 

2 y — 1 , Il  — tang  z . y — 1 J 


or 


J ( 1 4.  i y/—  1 -f  tang  x . y/—  1 l 

2 y — i °’l  1 — i y—  1 — tang  x . y'—  i i ’ 

i + tang  x . y/ — 1 + i V — 1 

1 — tang  x . y— i-n/—i 

COS  X + y-  1 . fin  x + i cos  x . y — 1 1 
cos  x — y — 1 . sin  x — i cos  x . y — 1 
cos  x 4-  V — 1 . sin  jc 


cos  x — y — 1 . sin  x 


X 


i 4-  i cos  x . y — 1 ( cos  x — y—  1 . sin  x ). 
1 — 1 cos  ’x  . y — 1 ( cos  x + y- 1 . sin  x ) * 

28 


/ 
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par  conséquent 


_ 1 W.  f cos  J "H  V 1 • s»"  « 1 , 

2 y / — i l co*  x — \/ — î . sin  x J 

1 i.  P + icosx  \/ — 1 (cos  a:  — J/-— i .sinx)  ï 

' — î i i — icosx y — î (cosx-J-v/ — i .sinx)/ 


2 V/ 


Mais  le  premier  terme  du  second  membre  de 
cette  dernière  équation  est  l’expression  de  l’arc 
je;  si  donc  on  le  fait  passer  dans  le  premier 
membre,  et  que  pour  abréger  on  représente 
i cos  jc.  — î par  u,  et  cos  jc— sinjc.  / — î par  /, 

on  aura,  à cause  de  cos jc+ sinjc. i/— 1=^» 

l’équation 


z — xJ  \/ — i=log.  { i +uy  } — log.  { i uy 


Si  on  développe  le  second  membre  et  qu’on 
l’ordonne  par  rapport  aux  puissances  de  u , on 
aura 

2 { Z — X } \/ 1 =5 


+ “ {y+J }-  j J*} 
+*{*■+?}-*{  *-?}* 
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mais  si  on  élève  à la  puissance  m les  deux 
équations , 

y — cos  x — y/—  i . iih  x 

i 

- = cos  x -f-  \/—  I . sin  x, 

on  aura  les  deux  suivantes  : 

4. 

ym  = cos  mx  — y/—.  i . sin  mx 

î 

— = COS  mx  + V—  1 .sin  mx  , 


ajoutant  et  soustrayant  successivement  ces 
deux  dernières  équations,  on  aura 


ym  + — 
y ~rym 

m 1 

J ym~ 


— a cos  mx 

—*  2 V — 1 • sin  mx  ; 


si  donc  on  substitue  pour  les  diverses  puis- 
sances de  u qui  se  trouvent  dans  la  première 
équation, les  mêmes  puissances  de  iy/ — î.cosx, 
et  pour  leurs  coefficiens  les  valeurs  qui  ré- 
sultent des  équations  précédentes,  on  aura, 
après  avoir  divisé  les  deux  membres  par  \/ i , 


* — • JC  3=2  i COB  X . €08  X • 
i3  cos3  r 


t 1 cos 1 x 


' sin  2x 


— cos  3x  -f- 


» 4 COS*  X . 


+ 


i5co$s  r 


cos  5x  — 


i6  cos  Bx 


sin  4x 
sin  6x 


28.  , 
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si  dans  cette  formule  on  fait  #=o,  on  aura 

• »3  i5  i7  , 

arc  tang  '•  = {-*5+5—  7 + etc*  * 

formule  connue  et  que  l’on  doit  à Leibnitz. 

% 

528.  Si  dans  le  second  membre  de  l’équation 

C COS  X -t~  V — 1 . sin  x 1 
ax  ]/  1 = ‘°g-  | cos  x — y/ — 1 . 6in  x / * 

on  remplace 

cos  x «4-  y1 “ 1 • sin  3* 

COS  X — 1 • 6*n  x 

Par  a y'—  1 . sia  x 

1 cos  x — V/“  1 • sin  x * 

ou , ce  qui  revient  au  même , par 

14-2  [/ — 1 .sin  x { cos  x + V/ — î . sin  x } , 

on  aura 

ax\/—  i=log.{i-f  1 .sin^Ccosx+v/— 1 -sinx)} , 

ou,  en  développant  le  second  membre, 

ax  l — (fl  V/~~  * • ? — 1 { cos  x+  {/—  1 -Sin  x } 

(2  1/—  /c08ax4_y/_x.sin2x} 

a K 

. ) t , . ' 

% 

i 
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f (3i/~,.sin£y(co93;c+v/_i  sin5x} 

-(a  ^;-?°44{cq,4x+  V- 


si  on  effectue  les  opérations  indiquées  dans  le 
second  membre , il  y aura  deux  espèces  de 
termes  ; les  uns  seront  multipliés  par  y/ — ’i  > et 
les  autres  ne  le  seront  pas  ; et  comme  le  premier 
membre  est  multiplié  par  y/ — 1,  il  faut  que 
la  partie  réelle  du  second  membre  soit  nulle 
d’elle-même , ainsi  on  aura 


, . N . (asinx)* 

( a sin  x ) sim  - = cos  ax 

' a 

i+  co.  f * 

o 4 


si  après  la  suppression  de  ces  termes , dans  l’ex- 
pression qu’on  vient  de  trouver  pour  sx.  y/ — 1, 
on  divise  les  deux  membres  par  y/ — 1 , ou 
aura 


. , ( a sm  x V . 

ax  = 2sm  x . cos  x H sm  ax 

a 


(asinx)3  _ (asinx  Y*  . , 

— - — - — - cos  3x  — 7—  sin  4x 

3 4 

+ (38inX.)5  cos5x+ (2^  sin  Sx 


S 
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329.  De  la  série  de  Leibnitz  qui  a été  donnée 
§ (325) , on  peut  facilement  en  déduire  la 
fonction  prime  de  l’arc  exprimé  en  fonction 
de  la  tangente  , car  en  prenant  la  fonction 
prime  des  deux  membres  de  l’équation 

t3  , t5  v 

x = etc.  » 

on  en  tire 

x = 1 — t*  + — t6  4-  etc.  ; 

or  le  second  membre  de  cette  équation  est 
égal  à —j—x , ainsi  x'  = — - ; par  consé- 

1 -y-  l 1 “j-  t A 

quent  la  fonction  prime  de  l’arc  exprimé 
en  fonction  de  la  tangente  de  cet  arc , est 
égale  à l’unité  divisée  par  le  carré  de  la  sé- 
cante , ou  égale  au  carré  du  cosinus  de  l’arc . 

35o.  Pour  avoir  la  fonction  prime  de  la  tan- 
gente exprimée  en  fonction  de  l’arc,  il  faut,  dans 
l’expression  du  rapport  du  sinus  au  cosinus, 
supposer  à la  variable  un  accroissement,  dé- 
velopper le  résultat  par  rapport  aux  puissances 
de  cet  accroissement,  et  prendre  le  coefficient 
de  la  première  puissance  de  cette  quantité; 
mais  comme  il  nous  arrivera  plusieurs  fois 
d’avoir  besoin  de  trouver  la  fonction  prime 
d’une  fraction , aussi  bien  que  celle  du  pro- 
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duit  de  plusieurs  facteurs,  nous  allons  nous 
occuper  de  la  recherche  de  l’une  et  de  l’autre  : 
commençons  par  celle  d’un  produit. 

33i.  Soit pqrs...  un  produit  composé  dfe  tant 

de  facteurs  qu’on  voudra , et  dans  lequel 

p,  q,  r,  s.. . sont  des  fonctions  d’une  même 
variable  x-,  si  on  substitue  dans  chacun  d’eux 
x+i  au  lieu  de  x , la  fonction  p se  changera 
en  p -f-  ip'  etc. , la  fonction  q se  changera 

en  5 + iq'  -j-  etc. , la  fonction  r se  changera 
en  r-f-èr'  + etc. , et  ainsi  de  suite;  par  con- 
séquent le  produit  pqr. . . se  changera  en 

{p-f-ijS'  + etc.}  {q+iq'  -f-  etc.}  {r-f-rV  + etc.}.*. . .■ 

or  le  coefficient  de  la  première  puissance  de  i 
dans  le  produit  de  ces  facteurs,  s’obtient  en 
multipliant  le  coefficient  de  la  première  «puis- 
sance de  i dans  chaque  facteur,  par  le  pro- 
duit des  termes  indépendans  de  cette  quan- 
tité dans  les  autres  facteurs , et  ajoutant  les 
résultats  ; par  conséquent  la  fonction  prime 
d’un  produit  composé  d'un  nombre  quel- 
conque de  facteurs , est  égale  à la  somme 
des  produits  de  la  fonction  prime  de  chaque 
facteur  par  celui  de  tous  les  autre?. 

On  aurait  pu  tirer  cette  règle  de  celle  qu’on 
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a donnée  sur  les  logarithmes,  car  on  a 

l ( pqrs. . . ) = Ip  + Iq  + lr  + Is  ' 

/ 

si  on  prend  la  fonction  prime  des  deux  membres 
de  cette  équation  , on  aura 

L£çl^'  = e-  + £ + - + - + ... 

pqrs. . . p q r s 

faisant  disparaître  les  dénominateurs , on  trouve 
( pqrs...  )'  — p'qrs..  •+•  q'prs..  -+•  /pqs..  -f-  s'pqr... 

t 

comme  ci-dessus. 

53a.  Pour  obtenir  la  fonction  prime  d’une  frac- 
tion ^ , p et  q étant  des  fonctions  de  x , on 

remplacera  x par  x-f-f,  tant  au  numérateur 
qu’aft  dénominateur  5 on  retranchera  du  résul- 
tat la  fonction  primitive  ce  qui  donnera 

l’accroissement  de  la  fonction,  et  on  prendra 
le  coefficient  de  la  première  puissance  de  l’ac- 
croissement de  la  variable  j or  la  substitution 
de  x H-  i au  lieu  de  x , changeant  p en 
P -f-  ip'  -f-  etc. , et  q en  q + iq'  etc. , la 

_ p -4-  ip'  -f-  etc. 

fraction  proposée  se  changera  en  ^ + Zy'_^etc#  5 
si*  de  cette  fraction  on  retranche  la  fraction 
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primitive  la  différence  sera 

ip'q  + etc.  — ipq'  — etc. 

q { 9 4-  W 4-  etc.  } ’ 

si  on  divise  cette  dernière  fraction  par  i , et 
que  dans  le  résultat  on  y fasse  i = o , on  aura 
ce  qui  dans  cette  fraction  était  multiplié  par 
la  première  puissance  de  i,  et  par  conséquent 
la  fonction  prime  de  la  fraction  proposée;  si 
on  fait  les  opérations  qu’on  vient  d’énoncer , 
on  trouvera  que 

( P V _ p'q  — P1?' 

\q  ) q 1 

c’est-à-dire  que  la  fonction  prime  d’une  frac- 
tion est  égale  au  dénominateur  multiplié 
parla  fonction  prime  du  numérateur , moins 
le  numérateur  multiplié  par  la  fonction 
prime  du  dénominateur , et  le  tout  divisé 
par  le  carré  du  dénominateur. 

Cette  règle  se  déduit  encore  facilement  de 
celle  qui  a été  donnée  pour  avoir  la  fonction 
prime  d’un  logarithme , car  on  a 

l^  — lp  — tq-, 

si  on  prend  la  fonction  prime  des  deux  mem- 
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très  de  cette  équation , on  aura 

(p_  V . p çi <f_ 

\q  ) ' q p q * 

de  cette  équation  on  tire 

( P V _ p'<i  ~ pq' 

\ q / 9*  * 

comme  ci-dessus. 

Ces  règles  établies  comme  on  vient  de  le 
faire , il  n’y  a rien  de  plus  simple  que,  de  trou- 
ver la  fonction  prime  de  tang  x,  car  on  a 

( tang  x Y = 

x V cos  x ( si n x y — sin  x cos  (x)' 

cosx  ) cqs“  x ’ 


or  (sinx)'=cosx,  d’ailleurs,  (cosx)'= — sinxj 
ainsi 


f % t cos4  x + sin4  x 

( tang  x ) = = 


COS*  X 


CO 8 x ‘ 


par  conséquent , la  fonction  prime  de  la  tan - 
gente  exprimée  en  fonction  de  l’arc , est  égale 
à F unité  divisée  par  le  carré  du  cosinus  de 
cet  arc. 
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Développement  de  l’arc  par  la  tangente  , 
mais  non  ordonné  par  rapport  aux  puis- 
sances de  cette  tangente. 

333.  La  formule  de  l’arc  par  la  tangente  ne 
converge  qu’autant  que  l’arc  que  l’on  considère 
correspond  à une  tangente  qui  ne  surpasse 
point  l’unité;  ainsi  on  ne  peut  s’en  servir  pour 
trouver  immédiatement  les  arcs  qui  ont  des 
tangentes  plus  grandes  que  1 , et  elle  converge 
même  si  lentement,  lorsque  t—  1,  qu’elle  ne 
peut  être  employée  avec  succès  pour  trouver 
immédiatement  et  avec  quelque  précision  l’arc 
de  5o°,  et  par  suite  la  longueur  de  la  circon- 
férence entière;  mais  si  dans  la  formule  qui 
donne  l’arc  par  le  sinus , on  substitue  pour  le 
sinus  son  expression  en  fonction  de  la  tangente , 
on  en  aura  une  qui  sera  toujours  convergente, 
quelque  grande  d’ailleurs  que  soit  la  tangente  , 
puisque  le  facteur  par  lequel  il  faut  multiplier 
un  terme  quelconque  de  la  première  série , pour 
avoir  le  suivant,  est  toujours  moindre  que 
l’unité.  Si  dans  l’équation 

. , sin3x  , i.3  sin5jc  , 1.3.5  sin7j?  , 

x=8inx-f-  -—zr-\ > . — p — — Te  • Hete»., 

2.3  a. 4 5 2.4.6  7 

*n  met  sin  x en  facteur  commun,  on  aura 
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{,  sirrx  . 
, + -T3-4 


sin*x  1.3  sin-*x  1.3.5  sin6x 


a. 4 


a.4. 6 


+ J ; 


mais 


sin  x = tang  x cos  x = — — 


y/ 1 + tang*  x * 

si  donc  on  substitue  pour  sin  x sa  valeur 


on  aura 


t 

✓r+?' 

X — 


mais  le  facteur  qui  précède  la  parenthèse  n’étant 
rationnel  que  pour  les  valeurs  de  t , qui  font 
de  1 -f- 1%  un  quarré  parfait , il  convient  de 
chercher  une  nouvelle  série  qui  soit  dégagée 
de  toute  irrationnalité,  quelque  valeur  qu’on 
attribue  à la  tangente» 

C’est  à quoi  oiî  parviendra,  en  cherchant 
une  formule  qui  donne  le  rapport  de  l’arc  au 
cosinus  en  fonction  du  sinus  ; car  ce  rapport 
ne  devant  contenir  que  des  puissances  impaires 
du  sinus , puisqu’il  doit  changer  de  signe  avec 
l’arc,  on  peut  le  considérer  comme  étant  % 
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produit  du  sinus  de  l’arc  simple , par  une  suite 
de  termes  affectés  des  puissances  paires  de  ce 
meme  sinus , et  par  conséquent  regarder  l’arc 
comme  étant  le  produit  du  sinus  par  le  cosinus 
et  par  une  série  de  termes  affectés  des  puis- 
sances paires  du  sinus  de  cet  arc  ; et  comme 
aux  puissances  paires  du  sinus,  on  peut  subs- 
tituer le  carré  de  la  tangente  divisé^par  le  carré 

de  la  sécante , ou  — — ; , et  qu’au  produit  du 

sinus  par  le  cosinus,  on  peut  substituer  le 
rapport  de  la  tangente  au  carré  de  la  sécante , 

ou  il  en  résulte  que  l’arc  sera  exprimé 

en  fonction  rationnelle  de  la  tangente , par  une 
série  qui  sera  toujours  convergente. 

Si  on  pose 

< 

CC 

= A sin  x -4-  B sin3  x 4-  C sin5  x ... 

cos  x 

on  aura , en  représentant  le  second  membre 
par  y 

x — y cos  x ; 

élevant  les  deux  membres  au  carré,  et  repré- 
sentant sin*  par  s , on  aura,  à cayse  de... 
cos2*  = i — sin**,  l’équation  suivante  : 

ï‘=/(  i —•**); 


• ■ 
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4 

si  on  prend  les  fonctions  dérivées  de  part  et 
d’autre,  par  rapport  à s,  on  aura,  après  avoir 
divisé  par  2, 

**  = yy'  ( » — s*  ) — sy *; 
mais  de  l’équation 


on  tire 

et  comme 
on  a 


x e=  arc  (sin  r=  s). 


x'  = 


COS  X 


x = y cos  x, 
xxf  —y, 


substituant  dans  l’équation  dérivée  pour  xx' , 
la  valeur  que  nous  venons  de  trouver,  et  di- 
visant les  deux  membres  par  y , on  aura 


1 =/  ( 1 — **  ) — sy  l 
ou 

1 + sy  =/  ( 1 — i*  ); 


mais  on  a , à cause  de  sin  x — s , 

y — As  -j-  Bs3  •+.  Cj5  -f-  etc. 

y = A + 3Bs*  4-  5Cs*  -J-  etc.  ; 

si  donc  on  substitue  pour  y et  yr  leurs  valeurs 
dans  l’équation 

• y ( 1 — ) - sy  + ! — o ■' 


î 
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tjue  nous  avons  trouve  plus  haut,  on  aura 

4-  .... 


• A + 5B  j»  4. 5C  s*  +7 D 
— A — 3B  — 5C 


}- 


i 4-  A s*  -4-  B4  + Cæ6  + etc. 


Si  on  compare  les  coefficiens  des  puissances 
semblables  de  s , on  en  déduira 

A = i ? 3B  = 2 A ; 5C  = ^B  j 7D  =:  6C , etc. , 
de  ces  équations  on  en  tire 


/ 


A = i 
B A 


2 

3 


2 

3 


C = B . % 


D = C . - = 


E = D . - = 


3 

6 

7 

8 __ 

9 “3 


5 

4 


5 

4 


7 

6 : 


8 

9 


portant  dans  l’expression  de  l’arc  x , pour 

A,  B,  C,  D les  valeurs  que  nous  venons 

de  trouver , on  aura 


*=  cosx  | sinx4~ | sin3 x4- sin5x  4*  • • • j» 


Digitized  by  Google 


4 48  MÉLANGES 

ou  en  faisant  sortir  le  facteur  sin  x } qui  est 
commun  à tous  les  termes  , 


x = sin  x cos 


x{ 


. a . . . h. 4 . . 

î -f-  g sin’  x -f-  g-g  sm4  x -f- 


)■ 


si  on  substitue  pour  sin*  x sa  valeur  exprimée 
en  fonction  de  la  tangente,  c’est-à-dire 

et  pour  sin  x cos  x sa  valeur  jzfj*  > on  aura 


+ etc}’ 


formule  élégante , et  remarquable  surtout  par 
les  coefficiens  qui  sont  les  réciproques  de  ceux 
des  différentes  puissances  de  t dans  le  déve- 

loppement  de  ( î — t ) « ; de  sorte  qu’aux 
coefficiens  numériques  près  qu’il  faut  renver- 
ser, la  série  de  l’arc  par  la  tangente  sera 
donnée  par  le  développement  de 


t 

r+T  • 


i + 1 


334.  On  peut  encore  trouver  une  autre  formule 
qui  soit  dégagée  de  toute  espèce  d’irrationna- 
lité , en  cherchant , non  le  rapport  de  l’arc  au 
cosinus  exprimé  en  fonction  du  sinus,  mais 

en 


Digitized  by  Googl 


d’analyse.  449 

en  cherchant  le  produit  de  l’arc  par  le  cosinus 
exprimé  en  fonction  du  sinus  -,  car  ce  produit 
ne  devant  contenir  que  des  puissances  impaires 
du  sinus,  on  en  déduira  en  divisant  chaque 
membre  par  le  cosinus , que  l’arc  est  égal  an 
produit  de  la  tangente  de  l’arc  simple  par 
une  suite  de  puissances  paires  du  sinus  et 
par  conséquent  égale  à une  fonction  ration- 
nelle de  la  tangente. 

Si  donc  on  pose 

* cos  X ==  As  + Bs3  + Ci5  + Di’  + etc. , 

et  que  l’on  représente  le  second  membre  par 
y , et  qu’ensuite  on  substitue  pour  cos  x sa 
valeur  vT— , on  aura 

x y'i  — s*  = y . 

si  on  élève  les  deux  membres  au  carré,  on 
aura 

‘ j*  ) — y*-, 

. t * , V 

si  on  prend  la  fonction  prime  dès  deux  membres 
de  cette  équation , on  obtiendra 

xx'  ( 1 — s*  ) — x*s  = yy  ; 

mais  puisque  x est  l’arc  dont  le  sinus  est  5 , 
on  a 

. , 

39 
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d’ailleurs  de  l’équation y=x  Vi  — $*,  on  tire 


t/i— ' 

• f 

si  donc  on  substitue  dans  l’équation  dérivée 


trouvée  plus  haut,  pour  y et 
leur,  on  aura 


lA— • 


, leur  va* 


» 


ou  en  faisant  disparaître  les  dénominateurs 
y C * — s#  ) = I “ — sy  ; 

si  on  remplace  dans  cette  équation , y par 
As  + Bj3  4-  Ci5  4*  Dæ7  4-  etc. 

et  y’  par 

A 4-  3Bi*  4-  5Gî*  4"  7D.S6  4-  etc.  ; 

on  aura  une  équation  de  laquelle  on  tirera 

• ■* 

A — 1»  B = — g;  ^ “ 575’  D = 375 T^r  etc‘  ’ 

portant  ces  valeurs  dans  la  série  représentée 
par  y y on  aura 


3 s3 


3-4  s7 


xcosx  = î — -3  — = . -=■  — =-=•  . etc. 


1 3 ‘ 5 375 
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■d’où  Pon  tire 

i f3  * i . a ts  1.2.4  & 

7+FT5'  (i-k)?~OT7'  (i+f“)3'-etc‘ 

dans  cette  série,  tous  les  termes  qui  suivent 
le  premier  sont  négatifs  ; ainsi  quel  que  soit  le 
terme  auquel  on  s’arrête , on  a un  résultat  trop 
grand j dans  l’autre  série,  au  contraire,  tous  les 
termes  étant  positifs,  on  aura  un  résultat  tou- 
jours trop  faible  ; ainsi  en  les  employant  toutes 
deux,  on  connaîtra  le  degré  d’exactitude  au- 
quel on  sera  arrivé, 

335.  On  pouvait  prévoir  d’avance  que  la  sé- 
rie du  § 333  ne  devait  contenir  que  des  termes 
positifs , car  l’expression  de  l’arc  par  le  sinus 
ne  contenant  que  des  termes  positifs , le  pro- 
duit de  cette  série  par  celle  qui  résulte  du  dé- 
veloppement de  , ou  de  (1 — sin*x)~v  qui 

lui  est  égal , ne  peut  en  contenir  d’autre , puisque 
tous  les  termes  du  développement  de 

( 1 — sin*  x y*»  sont  tous  positifs. 


39- •; 
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Séries  qui  donnent  le  cosinus  etJLe  sinus  d’un 
arc  multiple  en  fonction  des  puissances 
des  sinus  ou  des  cosinus  de  l’arc  simple , 
formules  qui  en  résultent. 

336.  Commençons  d’abord  par  les  formules 
qui  donnent  les  cosinus  et  les  sinus  des  arcs 
multiples  en  fonction  des  sinus  de  l’arc  simple  ; 
pour  cela  considérons  les  formules 

2 cos  mx  == 

{cosx-pl/ — » v sinac}m-f-{  cosx — j/ — x • sinx  }“. 
a [/—  x . sia  mx  = 

{ cosx+  {/ — i • sinx  }m — { cosx — \/—  x .sinx  ; 

si  on  représente  sin  x par  s,  et  qu’on  remplace 
dans  ces  formules  le  cosinus  de  l’arc  simple 
pat  sa  valeur  exprimée  en  fonction  du  sinus , 
c’est-à-dire  par  \/  (i  — s‘) , le  développement, 
de  cos  mx  et  celui  de  sin  mx  dépendront 

seulement  de  celui  de  { ( 1 — 

puisque  le  changement  de  signe  de  s dans 
celui-ci,  suffit  pour  avoir  le  développement 
de  { yf  ( i — 5*  )— 5 i }n;  si  on  représente 

le  développement  de{  |/(i — s*) 4- s ^ — 1}m 
par  A + Bi  -h  Ci*  4-  Dj3  + etc. , on  aura  eu 
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désignant  cette  série  par/,  l’équation  suivante;; 

y £=  { y'Ç  1 — 4*  ) + s V—  » }m> 

si  on  prend  la  fonction  prime  des  deux  membres 
par  rapport  à i,  on  aura 

/=m{y(i— **)+*!/— i}m  { +1/-1  } X 

ou  en  réduisant 

, mi/ — îfi/O — +s[/~  1 }n 

* * ~ 

/ 

si  on  divise  cette  équation  par  la  première, 
on  aura 

y-  m 1/  — 1 

y ~ y ( 1 — s*  ) ’ 

/ 

élevant  les  dçux  membres  de  cette  dernière 
équation  au  carré,  et  faisant  disparaître  les 
dénominateurs,  on  aura 

/*  ( 1 _ ) = — my, 

prenant  la  fonction  prime  des  deux  membres 
de  cette  équation , on  en  aui'a  une  autre  qui 
étant  divisée  par  2 y’ , donnera 

m’y  — jy'  + ( 1 — ia)  y"  = o ; 
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mais  de  l’équation 

y = A -f*  Bs  4-  Ci*  -f-  Dis  q-  «te. 

on  en  déduit  successivement 

/ = B + 3Ci*  -f  4Di3  4-  5Ej<  + etc. 
y"  = a.3Ci  4*  3.4Di*  4"  4-5Ei3  -f-  etc.  ; 

si  on  substitue  dans  l’équation  dérivée  du  se- 
cond ordre  trouvée  ci-dessus,  pour  y,  ÿ,ÿ\ 
leurs  valeurs,  on  aura  une  équation  de  laquelle 
on  tirera  les  suivantes: 

m5  A -f-  aC  = o 
( m‘  — i ) B -f-  a.3D  = o 
( m*  — 4 ) C 4*  3.4E#—  o 
( 77ia  — 9 ) D 4-  4-5F  = o 
( 77i*  — 16  ) E 4"  5. GG  = o 


de  ces  dernières  équations,  on  en  déduit  par 
une  suite  de  substitutions  successives , les 
équations  que  voici  : 


\ 
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c = 
D = 
E = 
F =2 
G = 


m4  A 
a 

( m*  — 1 ) B 


a . 3 


m 


Ç wa  — 4 ) 


2.3.4 
(m*  — î ) ( m — 9 ) 
a . 3 . 4 . 5' 

m4  ( m4  — 4 ) ( m*  — îS  ) 
2 . 3 . 4 • 5 6 


les  coefficiens  A et  B étant  restés  indéterminés 
il  faut  chercher  à les  déterminer;  le  moyen 
le  plus  simple  consiste  à développer  la  fonc- 
tion représentée  par  y jusqu’au  second  terme r 
or 

V ( * — ^ ) = 1 _ *-  + etc.  ; 

ainsi 

• r ia  i » 

y = | » 4-  i — — 4-  etc.  | r 

par  conséquent  les  deux  premiers  termes  da 
développement  de  la  fonction  y seront....*. 
ï+msÿ — i ; ainsi  on  aura  A=i , B —m\/ — î ; 
si  on  remplace  dans  la  fonction  y les  coef- 
ficiens A,  B,  C,  D,  E,  etc.,  par  les  valeur» 
trouvées , on  aura  le  développement  cherché  ; 
si  dans  ce  développement  on  change  s en, 
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— s , on  aura  un  résultat  qui  ne  différera  du 
premier  que  par  les  signes  des  termes  affectés 
des  puissances  impaires  de  s , si  donc  on 
l’ajoute  avec  lui,  on  aura  d’après  ce  qui  a 
été  dit  plus  haut  le  développeraient  de  cos  mx  j 
et  au  contraire,  si  on  le  retranche  on  aura 
un  résultat  qui  étant  divisé  par  2 |/ — 1, 
donnera  le  développement  de  sin  mx  ; ainsi 
on  aura  pour  toutes  les  valeurs  de  m 


cos  mx 


m»  4?  (m*— 16) 

1 Tj+s.3.4j  2. 3. 4. 5. 6 i+ctc- 


sm  mx  — 

1 

. rn(m'—i)  m(m»— 0(m*— p)  s 

ms~  ' a . 3 ” 5 + a . 3 J 4 5 5 etC- 


Il  est  bon  d’observer  que  la  première  de 
ces  formules  ne  se  termine  que  lorsque  le 
nombre  m est  pair , et  que  la  seconde  ne  se 
termine  que,  lorsque  le  nombre  m est  impair  ; 
ainsi  lorsque  l’une  cesse  d’être  propre  à la 
section  des  angles,  c’est  l’autre  qui  prend  sa 
place , et  qu’il  faut  employer  pour  remplir  cet 
objet. 

357.  Si  on  prend  la  fonction  prime  des  deux 
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membres  de  cette  équation  par  rapport  à x , 
on  aura  à cause  que  les  fonctions  dérivées 
de  cos  mx  et  de  sin  mx  sont  — m sin  x , 
et  mcQsmx , et  que  celle  de  i est  égale  à 
cos#  ou  C,  les  deux  équations 


sin  nue  — 


1 ms* 


m (jn% — 4)  3 x m (m 2 — 4)  m* — 16) 
I x 5 » « x / c 


$5  -+■  etc.  J 


cos  mx 


m*  — 1 „ , ( ma  — 1 ) ( m*  — q ) . ■» 

f 4 -f  i -4? J*  — etc.  1 

a 3.0,4  , J 


La  première  de  ces  formules  se  termine  lorsque 
m est  pair , et  la  seconde , lorsque  m est  im- 
pair; ainsi  ces  deux  formules  jointes  aux  deux 
autres,  en  donnent  quatre , dont  deux  donnent 
le  sinus  d’un  arc  multiple  par  un  nombre  fini 
de  termes,  soit  que  le  degré  de  multiplicité 
de  l’arc  soit  un  nombre  pair  ou  impair , et  les 

deux  autres  donnent  le  cosinus  d’un  arc  mul- 

- m 

tiple  par  un  nombre  fini  de  termes , soit  que 
le  nombre  m soit  pair  ou  impair. 


558.  Des  quatre  équations  que  nous  venons 
d’obtenir,  on  peut  en  déduire  quatre  autres 

en  y remplaçant  x par  ^ — x ; si  on  opère 
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ce  changement on  aura 


cos  m 


(!-*>= 


a 1 a . 3-4  a . 0 . 4 • o • b 


sm  m 


(;-x)= 


me - 


m 


Q— O ^ . 7n(m»— 0(ma— ,qj  cS  _ etc_ 
a ' a . 3 . 4 • 5 


33g.  Si  on  multiplie  la  première  équation  par 
cos  et  la  seconde  par  sin  ^ , et  qu’on 
les  ajoute  ainsi  multipliées,  on  aura,  à cause 
que  sin  — = cos  l’équation 


cos  mx 


mir  f ni * , , 

cos \ 1 c-f- 

2 t a 

(m — îVf 

4-cos  —\  mc- 

♦ 2 1 


m’(  4)  .1 

a . 3 . 4 

m(ma— 

“ a.3  4 


4)Cm* — 1 Q 
# 2 . 3 . 4 -5.6 

m(m*— 4)  c5 
a . 3 . 4 • & 


C6-f-etO.| 
— ete.jt 


pette  formule  peut  se  trouver  immédiatement 
sans  être  obligé  de  recourir  à celles  du  § 356  5 
mais  il  m’a  paru  plus  simple  de  le  faire  ainsi  que 
nous  venons  de  le  donner;  voyez, -au  reste, 
le  premier  volume  du  Calcul  différentiel  de 
M.  Lacroix,  page  345,  deuxième  édition.. 
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54o.  Si  on  multiplie  la  première  équation  du 
§ 536  par  sin  ~ , et  la  seconde  par  cos  ~ , 

et  qu’on  retranche  le  dernier  résultat  du  pre- 
mier, on  aura 

sin  mx  z = 


C”— 0*  ft  m*c,,  ^ ) 

2 ( 2 2.3  2. 3. 4. 5 — J 

-CO.ËS3  etc.}. 

al  a.3  a . 3 . 4 • a > 


34 1.  Si  on  prend  la  fonction  prime  des  équa- 
tions comprises  dans  les  deux  derniers  numé- 
ros , on  en  déduira  les  deux  suivantes  : 


sm  mx 


~~  T {—  ! 

«M-  ^7^ 


COS  ÎÎ1X  = 


(m— >»)w  f m(ma— 4)  , m(TOa— 4)0^'— 16)  _ } 

— îC08~~ â imC^  a . 5~c+  a . 3.4  . 5 -etc-i 

mir  f m(m“ — 1)  m.m1 — i.m5— *9  . y 

+*  “s — { 1 — brr  c + -r-rrs  ‘‘—“f 


342.  Les  deux  dernières  formules  peuvent  se 
déduire  facilement  de  celles  du$  337,  car  si» 


* 


ê 
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dans  ces  dernières,  on  remplace  x par  ^ — Xh 

on  aura  deux  équations  qui  étant  traitées 
comme  celles  des  articles  53g  et  34o,  don- 
neront les  formules  dont  nous  venons  de  parler. 


343.  Si  on  considère  la  première  formule  du 
§ 536 , et  qu’on  remplace  cos  mx  par  sa 

valeur  î H — etc.,  on  aura  une 

a a. 3. 4 

équation  qui  donnera,  après  avoir  supprimé 
l’unité  de  part  et  d’autre,  et  divisé  par  — m 
l’équation  que  voici  : 

x4  msx*  , m4x6 

— -j 3 — etc.  =i 

a a . 3 . 4 a. . .6 

s»  _ m4 — 4 ,4  i (ma  — 4)  (m4— 16)  . 
a a. 3.4  “*■  a.  3 . 4-  5 . 6 


si  on  fait  passer  tous  les  termes  qui  renferment 
la  lettre  m du  premier  membre  dans. le  se- 
cond , il  faudra  à cause  que  le  premier  membre 
ne  contient  plus  cette  lettre,  que  le  second 
membre  n’en  dépende  point,  ce  qui  exige  qu’ils 
disparaissent  d’eux  - mêmes  ; si  donc  on  ne 
tient  aucun  compte  des  termes  en  m , ce  qui 


revient  à faire  7ra  = o,  on  aura 

x4  ' a s4  . 2.4  , a. 4-6 

a a 3 ‘ 4~"’'3.5  ' 6!  3.5-7 

J 


8 


-f-  etc. 


Digitized  by  Google 


t d’analyse.  46i' 

344.  Pour  avoir  une  puissance  de  l’arc  x 
d’un  degré  pair,  marqué  par  a n,  il  suffira  de 
prendre  dans  le  second  membre  le  coefficient 
de  m™~1  ; et  comme  chaque  terme , à partir 
de  celui  qui  est  affecté  de  s " , en  fournira  un , 
il  suffira  de  chercher  dans  chacun  d’eux  le 
coefficient  numérique  dont  il  est  affecté , ce  qui 
sera  facile , puisque  ce  coefficient , abstraction 
faite  du  dénominateur,  est  égal  à la  somme  des 
produits  2 n — 2 à 2 n — 2,  qu’on  peut  former 
avec  les  seconds  termes  des  facteurs  m 1 — 4 , 
7»* — 16 , m a — 56,  etc.,  qui  se  trouvent  dans  les 
coefficiens  des  puissances  de  s. 


345.  Si  dans  la  seconde  formule  de  l’article 
336 , on  remplace  sin  mx  par  son  développe- 
ment , on  aura  une  équation  qui  étant  divisée 
par  m , donnera 


m1!3 

-x  — - — 5 + 


m * x5 


■s  — 


m 


a . 3 


— etc.  = 


a . 3 


a*.  3 . 4 . 5 

(”**  — *)  (^*  — 9)  -5 
a.3.4-5 


etc. 


x>r  cette  équation  ayant  lieu  quel  que  soit  m , 
il  faut  que  le  terme  indépendant  de  m soit  le 

même  dans  les  deux  membres:  et  comme  on 

» 


/ 
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♦ 

l’obtiendra  en  faisant  /«  = o,  on  aura 


j3  . i.3  J5  , 1.3.5 

• r + • 5 


s’ 

7 


4-  etc. 


formule  connue. 


546.  Si  on  veut  obtenir  une  puissance  im- 
paire de  l’arc  dont  le  degré  soit  an  -h  î , on 
te  pourra  aisément,  il  suffira  pour  cela  de  cher- 
cher dans  le  second  membre  de  l’équation 

m’r3  m^x5  m“n 

* a.  3 a. 3. 4. 5 ***  a (a/i-f-i)  — ' 

m>— 1 -s  . -U (m‘—  i)("»a— 9)--{ m2— (2/i— 1)=}  lM.r 

s a . 34  ' a . 3 . 4 , a/c  + 1 4 

le  coefficient  de  m*" , et  comme  le  coefficient 
numérique  de  cette  quantité  dans  chaque 
terme  du  second  membre , abstraction  faite  du 
dénominateur,  est  la  somme  des  produits  dif- 
férons qu’on  peut  former  avec  les  seconds 
termes  des  binômes  ( m * — 1),  {/m* — 9), 
(m* — 25),  ( /n* — 49),  etc.,  en  les  prenant 
au  à 2 »,  on  pourra  déterminer  les  coefficient 
des  diflérens  termes  de  la  série  proposée. 


347.  Si  dans  les  deux  formules 


, Digitized  by  Google 


d’analyse 


465 


• h - 

cos  mx  ~ 

f m*  — 1 . i C m*  — i ) ( ma  — o ) î 

c {>  — — ^ — rfi—  -•*- *>••} 

on  remplace  sin  mx  et  cos  mx  par  leurs  dé- 
veloppemens  en  séries , on  aura  deux  équations, 
qui  seront 

m3  x3  m5  x® 

~ ï~Ti  +—  3 74  ri-  ~ ac ' = 

.-f—  m(m3  — 4)  3 , m(m“— 4)(m*— 16)  x > 

( 2.3  a . 3 . 4 . 5 X. 

m*  x*  m5  x5 

1 ■“  T _ T . C *“  etc.  — 

3 2 . 3 . 4 • 5 

f m“  — 1 » iC771*  — i ) ( m*  — 9),  î,. 

c { 1 â 5 + TT3T4 

et  comme  ces  équations  ont  lieu  quel  que  soit 
m , il  faut  que  les  coefficiens  des  mêmes  puis- 
sances de  m soient  égaux  ; si  oa  compare  les 
coefficiens  de  la  première  puissance  de  m dans 
la  première  équation , on  en  déduit 

x==c{5  + f +ï^5+sxfi7  + etc'  } : 

de  la  seconde  équation  on  en  tire , en  compa-  , 
rant  la  partie  indépendante  de  m , l’équation 


1 1=  c 


f , s*  , 1 .3  . , 1 .3.5  . , ‘ 1 , 

ll  + â + M +^Tsi  + etc-  J* 
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laquelle  donne  pour  l’expression  de  la  sécante 

en  fonction  du  sinus  le  développement  de 

( x — s1)-» , comme  cela  doit  être;  la  com- 
paraison des  autres  puissances  de  m donnera 
des  séries  à l’aide  desquelles  on  pourra  dé- 
terminer toutes  les  puissances  paires  de  l’arc 
en  fonction  du  sinus. 

548.  Si  on  raisonne  sur  les  quatre  formules 
des  articles  55g , 54o,  34i , de  la  même  ma- 
nière que  sur  celles  qui  ont  été  données  336, 
337,  on  trouvera  d’autres  formules  qui  ne  diffé- 
reront de  celles  des  articles  précédens,  que 

parce  que  l'arc  a;  sera  remplacé  par  ^ — x 

comme  cela  doit  être. 

54g  .Si  on  substitue  au  iieudejet  de  c leur  va- 
leur en  fonction  de  la  tangente  dans  la  formule 


{s 3 2.4  f , 2.4. S • ) 

+ + dr^  + etc-  r 

1,  j 

on  aura,  comme  on  la  déjà  trouve, 

t , I t3  .2-4  1 

x~  i-K*~^3  ‘ (i-Ha)J  + 3.5  ‘ (1-H1)3  + etc* 
35o.  Si  on  multiplie  les  deux  membres  de  l’é- 
quation . . 
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par  c,  on  aura 

a:c=  {!-*•} {*  + !-  + etc.  } ; 

si  on  représente  le  second  membre  par 
s -f-  Ai3  + B**  -f-  C s7  + etc. , 
on  en  déduira 

* _ ® r — ^ • 4 p __  M • 6 . 

A—  3.  B — 3.5.7’  ^ 3.57.9’  etC': 

par  conséquent  on  aura 

sf  a . a 4 , a. 4- 6 . * 

* = - { 1 — 5 i — ç-r — **  — 5~r S* — etc.  | , 

cl  3 0.5.7  3. 5. 7. g j ’ 

si  on  substitue  pour  s et  c leur  valeff  en  fonc- 
tion de  t , on  aura 

— !• 

35i.  L’équation  qui  donne  le  développement 
complet  du  cosinus  d’un  arc  multiple  par  les  puis- 
sances des  cosinus  de  l’arc  simple,  donne  lieu  à 
une  multitude  d’autres  formules,  lorsqu’on  fait 
sur  elle  des  raisonnemens  semblables  à ceux 
qui  nous  ont  donné  les  diverses  puissances  d’un 
arc  en  fonction  des  puissances  des  sinus  de 

5o 
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l’arc  simple;  pour  le  faire  voir,  on  mettra  le 

développement  de  a cos  mx  sous  la  forme 

(ac)m  1 1 — y(ac)-*  + m ^ m — - (ac)“f  — etc.  J 
+ (ac)-»  { i + ^ac)_*  + (ac)~4  + etc.  } , 


ensuite  on  remplacera  ( ac  )m  et  ( ac  ) m par 
leurs  valeurs  qui  sont  données  par  les  équations 

(2 c)m  = i 4m/.ac4-^-/i.ac  4 P.âe  4*  etc* 

(ac)-"m  = i— m/.ac  + ^-^.ac— ^-g^.ac-f-  etc.  , 

et  on  aura , à cause  que 


— + ^ - e,c-  • 
a 2*0.4 


l’équation  suivante , 


| i 4-  ml. ne  4-  /“.9C  4-  ^.ac  '4“  etc<  J X 

| i — m(  ac  )-“  4-  (aO-4  -«‘c.  } 4“ 

| i — ml. ac  4-  2*.ac—  ^ P.ac  4 etc.  } X 

| i 4 m(ic)-*  4-  (a0-4  •+•  etc-  }* 
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Si  on  compare  les  coefficiens  des  mêmes 
puissances  de  m , on  en  déduira  les  puissances 
paires  d’un  arc  en  fonction  des  cosinus  de  cet 
arc. 

Les  mêmes  remarques  peuvent  s’appliquer 
à l’équation  qui  donne  le  rapport  du  sinus  d’un  » 

multiple  quelconque  d’un  arc  au  sinus  de  cet 
arc  / exprimé  en  fonction  des  sinus  de  ce  même 
arc. 

Développement  du  cosinus  d’un  arc  multiple 
en  fonction  des  puissances  des  cosinus  de 
l’arc  simple. 

\ 

35a.  Laformule  quidonne  le  cosinus  d’un  arc 
.multiple  en  fonction  des  puissances  du  cosinus 
de  l’arc  simple , est  comprise  dans  l’équation 

2 cbs  mx  = 

{cosx+V^-*1  .ftti*},n-Hcosx— J/ — i.sinar}1"; 

car  si  on  remplace  sin  x par  V 1 — cos*  x et 
qu’on  développe  le  second  membre,  on  aura 
un  résultat  qui  ne  contiendra  que  des  puis- 
sances de  cos  x ; la  difficulté  se  réduit  donc 
à trouver  dans  ce  développement,  la  loi  qui 
unit  les  coefficiens  des  diverses  puissances  de 

3o. 
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cos  X-,  pour  y arriver  nous  développerons 


{ COS  X -I-  l/co*a  x — • 1 

par  rapport  aux  puissances  de  cos  x , après 
quoi  nous  changerons  m en  — m pour  avoir 
celui  de 

■[  COS  X — X — 1 

et  nous  ajouterons  les  deux  résultats  ; pour 
abréger,  représentons  cos  a;  par  c,  on  aura 

acosmx=  { c-f-  {/ c* — i V c* — i }“ 

= {c-f-  \/c*—ï  }m+{c+  V'c'—i  }_m; 

or 

( c + /c*  - i )"  = c»  | 1 + \Ji  }m  ; 

ainsi  puisque  \J  i — p ne  contient  que  des 

puissances  paires  et  négatives  de  c , le  premier 
membre  de  la  dernière  équation  ne  pourra 
être  que  de  la  forme 

Acm  -f  Bcm~î  + Ccm“4  + De™-6  -f  etc.  ; 

si  on  représente  toute  cette  série  par  y,  on 
aura  

y = { c -j-  — j 
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prenant  la  fonction  prime  des  deux 
bres  de  cette  équation , par  rapport  à 
aura 


4% 
mena- 
c,  orï 


y r=  m { c + l/c3  — ! f 1+  ~=Sr-r~ 

» . * Y C*  — 1 

ainsi 

g ( C + j/F~—  I )-  _ my 

c*  — i ÿc‘  i-  i’ 

par  conséquent 


mY  C «*  — i )j 

si  on  prend  la  fonction  prime  des  deux  membres 
de  cette  équation,  par  rapport  à e,  on  en  ob- 
tiendra une  autre  qui  étant  divisée  par  a/  , 
donnera  en  transposant  tout  dans  un  seul 
membre,  l’équation  suivante  : 

my  — c/  —y"  ( c*  _ I } = 0; 
or  de  l’équation 

_y  = Acm  -f-  Bc"1-»  -f.  Ccm--t  + etc. , 

on  tire 

y'=mAcm~'-)-(m — a)  Bcm~3 + (771 — 4 ) Ce"*- 5 + etc. 
y"=m.  m—  1 Acm~ 2-f- ( m—  2)  {m  — 3)  Bcm~4  + etc.; 

si  donc  on  substitue  dans  l’équation  dérivée  du 
second  ordre  au  lieu  de  y,  y',  y",  leurs  valeurs 


4^0  ' MÉLANGES 

V 

ça  série , on  aura  une  équation  qui  devant 
avoir  lieu  indépendamment  d’aucune  valeur 
particulière  de  c,  se  partagera  en  autant  d’é^ 
quations  qu’il  y a de  coefficiens  à déterminer; 
ces  équations  toutes  réduites  sont 

4 ( 77»  1 ) B -f-  771  ( 77*  -r-  ï ) À = O 

8(tti— r a ) C -{-  ( 77»  a)(77i  — 3 ) B = o 

J2  ( 777  3)  D -f"  ( 771  5 ) ( 711  4)^  = 0 


de  ces  équations  on  tire 
B 


_ 77*  . 771  — 3 

^ 11  " / o 


D = 


4 . 8 

TM  • / il  4 • TU 

4 • 8 . ia 


pr  le  premier  coefficient  A est  égala  2”,  puisque 

c-f-  pV  — i=2ç  + etc.  ; 

si  donc  on  remplace  A par  a"  et  les  coefficiens 
B,  C,  D,  etc.  par  leurs  valeurs,  on  aura 


|c  + y C* 1 J"  = ( 2C  )" 771  ( ac  )m^*  4* 


771.771 3 

».  9 


77». 771 4“  m 5 


(2c)m^+ 
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353.  La  composition  des  coefficiens  numé- 
riques de  cette  série  est  très-remarquable , èlle 
consiste  en  ce  que  l’un  quelconque  de  ces  côeffi- 
ciens  s’obtient,  en  formant  une  fraction  dont 
le  dénominateur  soit  le  produit  de  la  suite  na- 
turelle des  nombres , jusqu’à  celui  qui  indique 
Je  rang  du  terme , et  dont  le  numérateur  soit 
le  produit  continuel  des  nombres  m,  m — x, 
m — 2 , etc. , jusqu’à  celui  qui  est  supérieur 
d’une  unité  à l’exposant  du  double  cosinus  dans 
ce  terme,  et  dans  lequel  on  supprime  les 
facteurs  dont  les  complémens  au  nombre  m 
sont  marqués  par  les  facteurs  du  -dénomina- 
teur; quant  au  signe  du  coefficient,  il  est  po- 
sitif, si  le  nombre  des  facteurs  du  dénomi- 
nateur est  pair , et  il  est  négatif,  si  le  nombre 
de  ces  facteurs  est  impair. 

354.  Si  dans  la  série  qui  donne  le  développe- 
ment de  ( c — Vc*—  i)m,  on  change  me n — m, 
on  aura  le  développement  de  ( c — s/c* — 1)"  J 
si  on  l’ajoute  au  premier , on  aura 

a cos  mx  = 

|(acoâx)m — m(acosx)n-1-f  ~ (acosx)"1-* — etc.  J- 

•+*{  Cacosx)“"4-m(acosx)-m-n*-f  (acosx)“mr3+etc. 
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si  dans  cette  équation  on  suppose  que  le  nombre 
m soit  un  nombre  entier,  les  deux  séries  qui 
forment  le  second  membre , np  w terminent 
point,  mais  les  puissances  négatives  du  double 
cosinus  dans  l'une,  se  trouvant  avec  des  coef- 
ficiens  égaux  et  de  signes  contraires  dans 
l’autre,  la  destruction  mutuelle  de  ces  termes 
s’opère,  et  il  ne  reste  plus  qu’un  nombre  fini  de 
termes  pour  l’expression  du  cosinus  de  -l’arc 
multiple  en  fonction  des  puissances  du  cosinus 
de  l’arc  simple , comme  cela  doit  être  ; on  peut 
donc,  lorsque  le  nombre  m est  un  nombre 
entier,  n’avoir  égard  si  on  veut  qu’à  la  première 
des  deux  séries,  pourvu  que  l’on  ne  prenne 
que  les  termes  de  cette  série  qui  sont  affectés 
des  puissances  positives  du  cosinus  de  l’arc 
simple.  Mais  si  le  nombre  m est  fractionnaire , 
les  termes  de  l’une  ne  se  trouvant  plus  dans 
l’autre  avec  des  signes  contraires , leur  des- 
truction mutuelle  n’a  plus  lieu , et  leur  réunion 
estnécessaire  pouravoir  le  développement  com- 
plet de  cos  mx , ce  qu’Euler  a remarqué  le  pre- 
mier. Voyez  le  tome  ix  des  Nova  Acta  de  l’A- 
cadémie de  Pélersbourg,  année  1791. 

355. Pour  faire  voir,  lorsque  le  nombre  fn  est 
un  nombre  entier,  que  les  termes  affectés  des 
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puissances  négatives  du  double  cosinus  se 
trouvent  dans  les  deux  séries  avec  des  signes 
contraires,  considérons  le  terme  qui,  dans 
la  seconde  série,  est  affecté  de  (ac)-"""*'- , son 
coefficient  est  égal  à 

m ( m + r-f- 1 ) ( m -J-  r •+-  2 ) ( m ~f-  ar  — - r ) 

f . 2.3  . . . . ( r - i ) r ; 

mais  le  coefficient  du  terme  qui , dans  la  pre- 
mier fe  série , est  affecté  de  ( a c ou  de 

( 2C  , est  égal  à 

m(m — nt  —r — î ) (m — m — r— a) (m— am — sr-f-i) 

— a)(-3).  . . . C-  r ) » 

de  plus  cette  fraction  est  égale  à 

m ( r i ) (r  + a)  * ( m -J-  ar  — î ) 

1 « !à  • 3 ••••*■  «•••  7TI  ■ j1  ■ T 

et  comme  le  numérateur  et  le  dénominateur 
contiennent  les  facteurs  r-J-i,  r-f-a , r-f-3, . . . 

r-f-m;  si  on  les  supprime,  elle  se  réduira  à 

* 

Tnfm-f-r-f- 1 ) (m-f-r-f-a)  (m-f-2r — 1)  ' 

i.a.3  (r  — i)r  * 

quantité  qui  est  la  meme , au  signe  près,  que  , 
celle  qui  multiplie  la  puissance  correspondante' 
du  double  cosinus  dans  la  seconde  sérié. 


*■ 
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556.  Si  on  prend  la  différence  des  deux  sériés 
dont  se  compose  l’expression  de  cos  mx,  on 
aura  une  nouvelle  expression  qui  sera  composée 
d’un  nombre  infini  de  termes,  et  qui  sera  le 
développement  de  2 / — 1 . sin  mx  ; mais 
comme  ce  développement  ne  se  compose  que 
de  termes  réels,  à cause  que  l’imaginarité  de 
Vc*  — 1 ne  se  manifeste  dans  aucuns  des 
termes  de  son  développement;  il  en  résulte 
que  l’expression  de  sin  mx  ne  contiendra  que 
des  termes  imaginaires , et  que  par  conséquent 
elle  ne  sera  point  propre  à donner  la  valeur 
des  sinus  des  arcs  multiples  ; mais  pour  avoir 
une  expression  réelle  de  sin  mx  , il  suffit  de 
prendre  la  fonction  prime  des  deux  membres 
de  l’équation  qui  donne  la  valeur  de  cos  jnx , 
et  de  se  rappeler  que  la  fonction  prime  de 
cos  mx  est  égale  à — m sin  mx  et  que  celle  du 
cosinfts  de  l’arc  simple  est  égale  au  sinus  de  ce 
même  arc  pris  négativement,  car  on  aura,  en 
divisant  les  deux  membres  par  — m,  l’équation 

sin  mx  = 

s | (ac)m_l — ( m — 2)(ac)m~3-f  — — ~~ — — etc.  j 
| (2c)-TOZ^-f-etc- } 
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557.  Quoique  le  second  membre  de  cette 
équation  se  compose  de  la  différence  de  deux 
séries,  et  que  chacune  d’elles  s’étende  à l’infini, 
cela  n’empêche  point  que  ce  second  membre  ne 
renferme  qu’un  nombre  fini  de  termes  lorsque 
le  nombre  m est  un  nombre  entier,  parce  que 
les  termes  affectés  des  puissances  négatives 
du  cosinus  dans  l’une  des  séries,  se  retrou- 
vant dans  l’autre  avec  le  même  coefficient,  il 
en  résulte  qu’il  ne  reste  plus  dans  ce  second 
membre,  que  les  termes  de  la  première  sé- 
rie qui  ont  des  exposans  positifs;  c’est  donc 
de  ces  termes  seulement  dont  il  faudra  tenir 
compte , lorsque  le  nombre  m sera  entier, 
sans  avoir  aucun  égard  aux  autres  termes 
de  cette  même  série , ni  à ceux  de  la  seconde  ; 
mais  si  le  nombre  m n’est  pas  entier,  les  puis- 
sances négatives  de  l’une  d’elles  ne  se  trouvant 
pas  dans  d’autre,  la  destruction  mutuelle  de  ces 
termes  n’a  plus  lieu,  et  leur  réunion  est  néces- 
saire pour  obtenir  le  développement  complet 
de  sin  mx. 
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Détermination  d’un  arc  d’ellipse  par  les 
séries. 

558.  Après  avoirmontré  l’usage  des  équations 
dérivées  pour  trouver  dans  quelques  séries 
la  loi  qui  unit  les  coefficiens  des  ternies  qui 
les  composent,  nous  allons  faire  voir  le  parti 
qu’on  en  peut  tirer  pour  obtenir  celle  des  coef- 
ficiens des  termes  de  la  suite  qui  donne  l’ex- 
pression d’un  arc  d’ellipse  par  la  partie  de  l’axe 
qui  lui  correspond. 

55g.  Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que 
l’arc  que  l’on  considère  ait  son  origine  à l’une 
des  extrémités  du  petit  axe  et  que  les  abscisses 
soient  comptées  sur  le  grand  axe  , à partir  du 
centre;  si  on  désigne  par  x l’abscisse  qui  cor- 
respond à l’arc  u , il  est  clair  que  l’expression 
de  cet  arc  ne  doit  contenir  que  des  termes 
multipliés  par  x , puisqu’il  s’évanouit  quand  on 
fait  x = o , et  comme  d’ailleurs  l’arc  change  de 
signe  sans  changer  de  grandeur  lorsque  x sans 
changer  de  grandeur  change  de  signe , il  faut 
nécessairement  que  l’expression  d’un  arc  d’el- 
lipse ne  renferme  que  des  puissances  impaires 
de  x ,'  ainsi  on  aura  pour  toutes  les  valeurs 
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u s=  Ax  + Bx3  -j»  Cx5  + Dx?  -f-  etc* 


Si  on  substitue  x 4-  i au  lieu  de  x,  l’arc  prendra 
un  accroissement  qui  dépendra  de  i,  et  le  coeffi- 
cient de  la  première  puissance  de  i dans  u sera  le 
même  que  celui  de  la  mêmepuissance  de  i dans 
le  second  membre.  Or  on  sait  que  le  coefficient 
de  la  première  puissance  de  i dans  l’accroisse- 


ment de  l’arc  u est  égal  à 1/  1 3e  et  Comrae 


le  coefficient  de  la  première  puissance  de  £ 
dans  le  second  membre  s’obtient  en  multi- 
pliant chacun  des  termes  de  ce  second  membre 
par  l’exposant  de  X , et  diminuant  l’exposant 
d’une  unité , il  en  résulte  qu’on  aura 


A -f-  3Bx*  -f-  5Cx*  -f* 


Si  on  représente  le  second  membre  par  y , et 
que  l’on  élève  les  deux  membres  de  l’équation 
au  carré  , on  aura , en  faisant  disparaître  les 
dénominateurs , 

1 — e»xa  = ( x — 


si  on  prend  la  fonction  dérivée  de  cliaque 
membre  par  rapport  à on  aura  après  avoir 
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divisé  toute  l’équation  par  2 et  l’avoir  ensuite 
multipliée  par  x,  une  nouvelle  équation  qui 
donnera  , après  avoir  substitué  pour  — e'x* 
sa  valeur  tirée  de  l’équation  précédente  et  fait 
les  réductions  convenables 

y*  — 1 = (*  — x3)/ 

y1  désignant  la  fonction  prime  dey,  si  ondi-  . 
vise  les  deux  membres  par  y,  et  qu’on  prenne 
la  fonction  drivée  par  rapport  à x , on  aura, 
après  les  réductions  qui  se  présentent , 

yx—  (æ  — x3)  /—  3 x»y, 

mais 


Si  donc  on  substitue  pour  y*  sa  valeur  dans 
l’équation  ci-dessus,  on  aura , apres  avoir  fait 
disparaître  les  dénominateurs,  l’équation 

y ( -f-  2x“— -3eax*  ) = y”  (x  — x3 — e'x3  -+-e*x*). 

Si  pour  abréger  on  substitue  dans  l’expression 
de  y au  lieu  de  A sa  valeur  qui  est  l’unité,  et 
que  l’on  représente  les  coefficiens  des  diverses 
puissances  de  x dans  cette  même  expression 
par  a,  j8,  y j <T..' , on  aura, 
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y ==  i + a.x%  -f-  £x*+7 x*+etc. 
ÿ—  a*ex-f-  4&C3  -f-  67X5  -f-  etc. 

y =t  ax  -}- 3. 4$xa  4-5.67*4  -+-etc. 

Si  on  remplace  dans  l’équation  dérivée  du  se- 
cond ordre  que  nous  avons  trouvé  ci-dessus 
pour  y',  yu  leurs  valeurs , on  aura , en  suppri- 
mant le  premier  terme  de  chaque  membre  , 
l’équation  suivante 


+ 43 

x3  -f-  67 

x5  ■+>  8^ 

x7  -f-  etc. 

+ 4* 

-f-  8/3 

-f-  I27 

-f-  etc. 

i 

— a.3  *e'J 

— a ,3/2e“ 

— etc. 

+ 3 .4/8 

x3^  5.6y 

x5+  7.8^ 

x7  -f-  etc. 

2<* 

-3.40 

— 5.6y 

— etc. 

— 2* 

— 3.40e a 

— 5.67e* 

— etc. 

+ 3. 4^ 

-+■  etc. 

comparant  les  coefficiens  des  termes  affectés 
des  mêmes  puissances  de  x,  on  aura,  pour  dé- 
terminer ces  coefficiens,  les  équations  sui- 
vantes 

а.  4/2  = ( 3 + ea ) . a*  — 8 

4.  67  = ( 5 +3e*).  — 8.  1.  *.ea 

б.  8 «t  = ( 7 + 5ea ) . 67  — 8.  3.  /3.ea 

= ( 9+7ea).  8<T  — 8.  6.7. e* 

10.12Ç  = (n  J-gea).ioe  — S.io.it'.c'* 
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en  général  si  on  désigne  par  % les  coefficiens 
de  xtp , on  aura  en  appelante , 4 les  coefficiens 
des  deux  termes  qui  précèdent  immédiate- 
ment ce  dernier 

(2p~2)spx=(2p- 1 -f(ap-3)e1)(2p-2)4-8 . 


Pour  déterminer  a,  il  faut  développer 


jusqu’au  second  terme , et  on  trouvera 

1 — c» 
a 

ou , ce  qui  revient  au  meme , 

“=r* 

portant  cette  valeur  dans  les  expressions  des 
autres  coefficiens,  ils  seront  tous  déterminés 
et  on  aura,  à cause  des  équations, 

aB  — «t , 3C  =(S , /,D  = >,etc. 

l’équation  suivante 


. dxs  , Æx5  yxr  ■ , 

u=x  + -2~-f-çr-  + — - + etc. 


SI 
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si  on  fait 

2*  =s  «,  b* 

2.4/S  = b' 
a. 4-6?  = >1  b* 
2.4.6. 8^  ts  5* 


48 1 


' l’équation  précédente  Se  présente  sous  une  forme 
plus  élégante , et  on  a 


u=x  -f- 


“0“ 


2.4.5 


yjfix1 
a.  4*6.7 


*4-  etc. 


pour  déterminer  les  quantités  a,,  /3tJ  j/,,  etc. , 
on  a les  équations  suivantes 


«>  = i 

ft  = {3+  e*  }*, 

7,  = { 5 +3ea  }J8,  — 8.1.  «t,e* 

J4,  = { 7+5ea  — 8.  3.&e* 

*,  = { 9 +7^  — 8.  6.y,e* 

Ç,  = {114-96*}»,  — 8.10.  <t,e* 


I 


\ 


Si  dans  ces  équations  on  fait  e—o,  les coef-* 
ficiens  prennent  des  valeurs  qui  étant  intro- 
duites dans  la  formule 


u = x 


.b*x* 


(2t.  b* oc3  ytb*x7 

a .4.5  a .4.6.7 


4-  etc. 

3i 
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. x1  . i.3  x*  . i.3.5  xr  . 
»,=‘+D  + r4-5+MÏ7  + "c- 


ce  qui  doit  être,  car  l’hypothèse  de  e = o fai- 
sant rentrer  l’ellipse  dans  le  cercle , l’expres- 
sion d’un  arc  d’ellipse  doit  alors  coincider  avec 
celle  de  l’arc  correspondant  du  cercle,  ce -qui 
a lieu  ici,  puisque  x est  égal  au  sinus  de  Parc  u. 


Décomposition  des  sinus  et  des  cosinus  en 
facteurs  rationnels  et  algébriques. 

% 

56o.  Si  on  désigne  par  x un  arc,  on  aura,  à 
cause  que  sin  br=o  lorsque  k est  un  nombre 
entier  positif  ou  négatif,  l’équation  suivante 

sin  x — sin  x -f-  sin  kir  • 

or  le  second  membre  de  cette  équation  est 
égala 

. kir  -4-  X kir  — X 

a sut  cos  — — — ; 

a a 

ainsi  on  aura 


sin  x =s  a sin 


foc  -f.  x kir  — 


COB  • 


mai&  1e  développement  du  sinus  d’un  arc 
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étant  divisible  par  la  première  puissance  de 
cet  arc,  et  ne  pouvant  être  divisé  par  au- 
cune puissance  de  cet  arc  supérieure  à la 
première,  il  en  résulte  que  l’expression  com- 

plète  de  a sin  — est  divisible  par  far  xt 

et  qu’elle  ne  peut  être  divisée  par  aucune  puis- 
sance de  cette  quantité  supérieure  à la  pre- 
mière , et  comme  le  développement  de ... . 

cos  p—  ne  peut  être  divisé  par  aucune 

puissance  de  k'K-fax,  il  en  résulte  que  l’ex- 
pression de  sin  x est  divisible  par  et 

qu’elle  ne  peut  être  divisée  par  aucune  puis- 
sance de  cette  quantité  plus  élevée  que  la  pre- 
mière ; de  plus , cette  divisibilité  ayant  beu , 
quel  que  soit  le  nombre  entier  que  l’on  prenne 
pour  k , et  non  pour  toute  autre  espèce  de 
nombre , il  en  résulte  que  les  facteurs  simples 
par  lesquels  on  peut  diviser  sin  x , sont 

x,  w-f-r,  air  + x,  3 T + xt  + , 

— sr + X,  — flT  + X,  — 37T-J-X,  — 47r‘\-x,  • • • * 

pour  établir  la  condition  que  ces  facteurs  doi- 
vent remplir , afin  de  reproduire  identiquement 
l’expression  de  sin  x,  il  faut  faire  ensorte  que 

3i.. 


( 
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le  coefficient  de  la  première  puissance  de  X 
dans  le  produit  de  tous  ces  faéteurs  soit  égal 
à Funité , ce  qui  exige  que  le  produit  des  fac- 
teurs binômes  soit  divisé  par  le  produit  de  leurs 
premiers  termes , et  comme  cet  objet  sera 
rempli  en  divisant  chaque  facteur  par  sop 
premier  terme , puisque  la  distribution  des  fac- 
teurs par  lesquels  on  divise  est  absolument  ar- 
bitraire, on  aura,  en  ayant  soin  d’effectuer 
le  produit  des  facteurs  qui  ne  différent  que 
par  le  signe  du  second  terme 


— - {-$}{-£}{- 


16?***/ 


36i . Puisque  les  facteurs  premiers  par  lesquels 
on  a trouvé  que  sin  x pouvait  être  divisé  sont 


x,*+x,  a*  -+•  x,  37T-f-x,  4*- f-x... 

' + x, — 4ir+x*-« 

tousceuxquidiviserontexactement  sin^~  — x\ 

ou  cos  x seront  nécessairement , à ün  facteur 
constant  près , 
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et  comme  le  premier  terme  du  développement 
de  cos  x est  l’unité , il  faut,  afin  de  reproduire 
avec  les  facteurs  précédensle  développement  de 
cos  x , diviser  le  produit  de  tous  ces  facteurs  par 
celui  de  leurs  premiers  termes,  ce  qui  revient 
à diviser  chacun  des  facteurs  binômes  par  son 
premier  terme;  par  conséquent  on  aura,  en 
effectuant  après  cette  opération  la  multipli- 
cation des  facteurs  qui  ne  diffèrent  que  par  le 
signe  du  second  terme, 


362.  Cette  formule  peut  se  déduire  de  celle 
qui  donne  le  sinus  d’un  arc  par  le  produit 
d’un  nombre  infini  de  facteurs  ; car  de  l’équa- 
tion sin2X  = 2sinxcosx,  on  en  tire 


si  on  divise  la  première  équation  par  le  double 


cos  x 


= { 


4*» 


sin  ax 


or 


sin  ax  — 2x 


d’ailleurs 


sin  x — x 


» 
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de  la  seconde , et  qu’on  observe  que  les  fac- 
teurs de  rang  impair  dans  le  second  membre 
de  la  première  équation,  sont  ceux  qui  se 
trouvent  dans  le  second  membre  de  la  seconde 
équation , on  aura  comme  plus  haut , 

COS  X = 


{ 


4x* 


25»* 


363.  Si  dans  l’expression  de  sin  x et  de  cos  x, 
on  remplace  x par  on  aura 


Ttlff 

si  a =b 

2 n 


364.  Si  on  substitue  aux  facteurs  doubles  qui  s© 
trouvent  dans  les  seconds  membres  de  ces  deux 
équations , leurs  facteurs  simples , elle  devien- 
dront 

mr 

. sm =3 

27* 

mu : (27»  TU)  f 271  4-  W»ï  f 4n  — m)  (4n  ~4~ 

~ân  t 20  J l sa  ' M 4«  1 l 4™  J "" 
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mi- 
cas   = 

an 

{*£=}{  *£=}•■•« 
565.  Si  dans  la  première  formule  qui  donne 
sin  — , on  fait  ^ = 1 , on  aura  une  équation 

de  laquelle  on  tirera 

a*  • 4*  . g*  . 8*  . io*  .... 
a 4*  . 3*  . 5*  . 7“  . 9*  . • .'.  * ' 

Cette  expression  très-remarquable  est  celle  que 
Wallis  a trouvée  pour  la  valeur  du  quart  de  la 
circonférence,  et  qu’il  a donnée  pour  la  première 
fois  dans  son  Arithmetica  infinitorum. 

366.  Si  dans  les  formules  trouvées  § 36a 
pour  sin  ^ et  cos  ~ on  change  m en  k , 
on  aura  des  formules  semblables  aux  premières  j 
si  on  divise  successivement  celles-ci  par  les 
secondes , on  en  déduira 


mx 


sm 


an 


an 


m 271— -m  271  4-  77»  4/7  — 771  4/,~J~n> 

kx  Tt  an — k’  a n + /c  ' 4 « — À " 4 « + A ’ 

an 


sin 


mx 

an 


771 

kx  n—1 
cos  — 


277  — 771  277+771  /^n—H 

* 1T+T  * * 37+15 
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cos 

m 9r 
2 n 

n — m 

n -f-  m 

3 n — m 

3n-f-m 

ços 

kir 

n — k 

»•+■  k 

3n  — k 

3 h + k 

cos 

m x 
2 n 

n — m 

n-f-m 

3 n — m 

3/1  -f-  771 

sin 

kir 

2tt~ 

k 

an — h 

an  -j~  k 

4n  — k 

de  ces  quatre  équations , on  en  déduira  le  sinus 
et  le  cosinus  d’un  arc  ^ , lorsque  le  sinus  ou 

le  cosinus  d’un  autre  arc  — sera  connu  ; ce- 
pendant  il  faut  convenir  que  ces  sortes  d’expres- 
sions sont  bien  peu  propres  à obtenir,  par 
approximation,  la  valeur  de  ou  celles  de 
sin  — et  de  cos  — , a cause  du  grand  nombre 

de  facteurs  qu’il  faudrait  prendre , aussi  ne  se 
sert-on  point  de  ces  expressions  pour  avoir 
des  valeurs  approchées  des  quantités  qu’elles 
expriment  ; mais  un  de  leurs  principaux  avan- 
tages est  dans  le  calcul  des  logarithmes  de 
ces  quantités , à cause  de  la  convergence  des 
formules  auxquelles  ces  dernières  donnent  lietu 

367.00  peut  aussi  déduire  de  la  même  formule 
une  infinité  d’expressions  semblables  pour 

? , lorsqu’en  se  donnant  l’arc  ^ , on  connaît  la 
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valeur  correspondante  du  sinus  ; car  si  dans 
l’expression  de  sin  on  y fait  successivement 

m 1 m 1 


on  aura  des  équations  desquelles  on  tirera 

■X  4 4 8 8 13  13 

a ‘fl’5‘7*'g’ïT*Î5*’*‘ 

w 3 6 G la  la  18  18 

2 a * 5 ‘ 7 ' n * i3  ’ 17  ' 19 


d’ailleurs  un  des  grands  avantages  de  ces  for- 
mules, et  qui  tient  à leur  forme  actuelle,  est 
de  pouvoir  assigner  les  vraies  valeurs  d’une 
infinité  d’expressions  qui  sont  composées  d’une 
infinité  de  facteurs , au  moyen  du  cercle  ou  de 
quantités  qui  se  déterminent  dans  le  cercle. 

568.  Si  dans  la  première  de  ces  formules, 
on  remplace  ^ par  l’expression  trouvée  par 
ff^allis , on  aura 

. a.a.6.6. 10. 10. 14. i4- 18. 18. . . . 

1/  2 — - ■ ■ 

y i.3. 5. 7.  9.11.13.10.17.19.... 

Des  expressions  trouvées  pour  sin  — et 
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cos  'JÜîJL  f on  pourra  facilement  en  déduire  les 
expressions  de  tang  — , cot  — , 8ec  — » et 
coséc  ^ 5 en  produits  d’un  nombre  infini  de 
facteurs  ; 

36g.  Si  dans  les  formules  trouvées  (36a)  pour 
sin  — et  cos  — , on  remplace  m par  m — ny 

2»  27» 

on  aura,  à cause  de  sin  =cos  et 

de  cos  (n~~  m)-  = sin  — , des  formules , 
2/1  2/1 

que  l’on  reconnaîtra  être  parfaitement  identiques 
à celles  qu’on  a déjà  trouvées,  lorsque  pour-, 
on  substituera  l’expression  trouvée  par  Wallis. 


370.  On  peut  établir  la  théorie  des  sinus  et  des 
eosinus  en  facteurs  algébriques  3 sur  d’autres 
considérations  que  celles  dont  on  vient  de  faire 
usage,  et  faire  dépendre  la  décomposition  en 
facteurs decelle  delà  somme  de  deux  puissances 
en  facteurs  trinômes  ; en  effet , on  a 


a cos  x xx 


{C08^+>/”I-8in^}  +{cosS-~V'-l8ina«}  1 


or  on  sait  que  la  somme  de  deux  puissances 
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telles  que  zM  4-  a"  peut  se  décomposer  en  un 
nombre  n de  facteurs  trinômes  de  la  forme 

za  — aaz  cos  f afc  4-  i } — — f-  a* , • 

1 J an 

et  comme  les  facteurs  particuliers  du  second, 
degré  résultent  de  celui-ci,  lorsque  pour  k 
on  substitue  successivement  tous  les  nombres 
entiers  o,  i , a,  3. . . , qui  sont  inférieurs  à n ; 
il  en  résulte  que  si  on  remplace  z dans  ce  tri- 
nôme par 

coa  — -f-  V ~~ * 1 • sin  — 

an  v an 

et  a par  l 

X . X 

cos  — — 1/  — i . ain  — . 

an  y an \ 

on  trouvera  que  2 cos  x est  égal  au  produit 
d’autant  de  facteurs  de  la  forme 

a ■!  cos  - . — - cos  ( aft  4 1 ) - > 
l 71  ni 

qu’il  y a d’unités  dans  n ; et  comme  ces  fac- 
teurs résulteront  de  la  substitution  des  nombres 
o,  1,  3 , 3 ....  n — 1 , à la  place  de  k dans 
cette  expression,  il  s’ensuit  à cause  que  le  fac- 
teur trinôme  qui  les  comprend  tous  est  égal  à 

a { 1 — *âiüa~  — C0»(afc4i)  2 J; 
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ou  bien  à 

3 ( — a sina  — -f-  3 sin*  ( ak  -f  1 ) — } ; 
l an  1 v r 1 3/1  J * 

ou  bien  encore  à 


4 sin*  ( ak  -f- 1 ) — 
'an 

qu’on  aura  l’équation 


sin4* 


2 n 


sia*  ( ak  -4-  1 ) — 
a». 


or  si  on  divise  le  quart  de  la  circonférence 
en  2 n parties  égales,  les  sinus  des  arcs  qui 
comprendront  un  nombre  impair  de  ces  par- 
ties, seront  les  moitiés  des  cordes  qui  sou- 
tendent  des  arcs  doubles  ; par  conséquent  le 
produit  des  facteurs  qui  précèdent  les  paren- 
thèses, sera  égal  à celui  des  carrés  de  ces 
cordes;  or,  si  on  conçoit  que  tous  les  arcs 
soutendus  par  ces  cordes  aient  une  origine 
commune,  ces  cordes  seront  celles  qui  par-; 
tiraient  d’uni  même  point  de  la  circonférence, 
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qui  aboutiraient  aux  points  de  division  dont 
le  numéro  serait  impair  si  à cette  origine  on 
plaçait  zéro , et  si  on  partageait  la  demi-cir- 
conférence en  2 n parties  égales  ; par  consé- 
quent le  produit  des  carrés  de  toutes  ces  cordes 
est  égal  à 2 , puisqu’en  vertu  du  théorème  de 
Côtes , § 209 , la  somme  des  puissances  m du 
rayon  et  de  la  distance  d’un  point  au  centre, 
est  égale  au  produit  des  distances  de  ce  même 
point  aux  points  de  la  circonférence  auxquels 
sont  appliqués  des  nombres  impairs,  lorsque 
la  circonférence  est  partagée  en  un  nombre 
pairementpair  de  parties  égales,  on  aura  donc, 
quelque  grand  que  soit  le  nombre  n , 

COS  X = 


or  si  dans  une  expression  telle  que ~ , on 

sina  ~ 

2n 

substitue  pour  chaque  sinus  son  développe- 
ment en  fonction  de  l’arc,  on  trouvera  qu’elle 
s’approche  d’autant  plus  de  ou  de  que 

le  nombre  n est  plus  considérable , le  second 
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membre  de  l’équation  précédente  s’approchera 
d’autant  plus  d’être  égal  à 


» 


* ■ 


que  lé  nombre  n sera  plus  grand , et  il  coïn- 
cidera entièrement  avec  lui , lorsqu’on  fera  n 
infini;  par  conséquent  on  aura 


cos#=s 


571.  La  méthode  précédente  ne  laisse  rien 
à'  desirer,  tant  pour  la  rigueur  que  pour  la 
simplicité;  cependant,  comme  l’hypothèse  de  n 
infini  pourrait  laisser  quelques  nuages  dans 
l’esprit  de  quelques  personnes,  et  faire  craindre 
que  la  considération  de  l’infini  n’altère  l’exacti- 
tude du  résultat , nous  allons  joindre  à ce  quia  été 
dit  quelques  réflexions  propres  à dissiper  les 
doutes  quipourraient  encore  rester,  etfàire  sentir 
que  non  - seulement  le  résultat  est  indépen- 
dant de  l’hypothèse  que  nous  avons  faite  sur 
le  nombre  n , mais  encore  que  cette  consi' 
dération  n’a  été  employée  que  comme  un 
artifice  de  calcul  propre  à donner  immédiate- 
ment les  facteurs  rationnels  de  premier  degré 
qui , par  leur  multiplication , reproduirait  l’ex- 
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pression  du  sinus  en  fonction  dé  l’arc;  pour 
cela  imaginons  que  l’on  substitue  dans  chacun 
des  facteurs 


• * x 
Sin*  — 
an 


an* 


an 


sm*  — 
an 

sma  — 
an 


» etc.  , 


au  lieu  des  sinus  leurs  développemens  en  fonc- 
tion de  l’arc,  on  aura  un  nombre  n de  fac- 
teurs polynômes  qui  étant  multipliés  entr’eux 
reproduiront  identiquement  l’expression  de 
cos  Xj  de  manière  que  la  lettre  n disparaîtra 
entièrement  du  résultat,  puisque  le  premier 
membre  ne  la  contient  pas  ; mais  lorsque  le 
nombre  n est  fini , le  développement  du  cosinus 
estle  produit  d’un  nombre  fini  de  polynômes , et 
comme  ces  polynômes  en  même  temps  que 
leur  nombre  augmente  tendent  à se  rappro- 
cher des  deux  premiers  termes,  il  en  ré- 
sulte que  l’hypothèse  de  n infini  est  celle  qu’il 
faut  établir  sur  le  nombre  n pour  faire  dis- 
paraître dans  chaque  polynôme  les  termes 
qui  suivent  les  deux  premiers  ; mais  alors  le 
nombre  des  facteurs  n’est  plus  fini  comme  au- 
paravant, mais  il  est  infini;  c’est  ce  qui  fait  que 
dans  le  résultat  il  ne  reste  aucune  trace  de 


\- 


x. 
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l’hypothèse  faite  sur  le  nombre  n , et  que  l’ex- 
pression trouvée  est  rigoureusement  exacte. 

En  raisonnant  d’une  manière  à peu  près  sem- 
blable sur  l’équation 


2 y — i . sm  x = 


k 2H  * ^ v in 


on  trouvera 


sm 


--(-S)  (-£)(-£) 


c’est  aussi  ce  qui  résulte  de  l’expression  même 
de  cos  x > lorsqu’on  y remplace  - —x  au  lieu 
de  x;  en  effet,  si  on  fait  cette  substitution,  on 
trouve 


\ . 2Xf25r — ax]  raiT  + s* 

__x)=smx-—  {—• — j { 3^ 

Art — 2X  ) ffi-T-J-Ox! 2 2.2.4-4-6-6. • • 

} l — 5^  J ‘ 3. 3. 5. 5.7. 7..  . 


cos 


{ 


} 


3»r 


X 

X 


or  si  on  remplace  sinx  par  x — ^3  -h  etc.,  et 

qu’après  avoir  divisé  les  deux  membres  par  x 

on 


Digitized  by  Google 


d’analyse.  4g  j 

On  fait  X—o , on  en  déduira 

^a*  a*  . 4*  • 6*... 

^ * 3~"5*  . 7*...  — 1 • 

par  conséquent  on  aura 

**“*{—§}  {*-£}  {— £} 

comme  on  l’a  déjà  trouvé  § 36o. 

Ceux  qui  désireront  plus  de  développemens 
sur  ce  qui  vient  d’être  dit,  pourront  recourir 
à l’ouvrage  d’Euler  qui  a pour  titre  Introduc- 
tio  in  ana/ysin  Infini torum , ou  à la  tra- 
duction française  qui  en  a été  donnée  par 
M.  Labey , qui  l’a  enrichi  d’éclaircissernens 
et  de  notes  intéressantes. 

372.  Si  on  prend  les  logarithmes  des  deux 
membres  des  équations 

{._£} ; 



on  aura  les  deux  équations 

l.sîn  x = 

l.COS  X = 1 

5a 


Digitized  by  Google 


MELANGES 


3 — 

si  on  prend  la  fonction  prime  des  deux  membres 
de  chacune  de  ces  dernières  équations,  on 


x 2x  a.r  ox 

cot  x — — — — — — etc. 

X TT  —-  X ’X  S7*  X 

8r  y 8x  8.r 

tang  * = — - + — + etc i 


Décomposition  en  facteurs  de  la  somme  et 
de  la  différence  de  deux  exponentielles. 

/,  i 

375.  La  comparaison  des  séries  qui  donnent 
leâfcinus  et  les  cosinus  d’un  arc  avec  le  dévelop- 
pement des  exponentielles  nous  a conduits  aux 
deux  équations 

a cos  x ~ ex^~‘  -f- 
2 {/ — 1 sia  x =•  c1*'-1  — tT zy'—t . 

si  dans  çes  deux  équations  on  change  x en 
x 1/—  1,  on  aura 

a cos  (x  \é  — 1 ) — e*  + e“r 
— a 1/  — 1 sin  ( x y'  — 1 ) = e*  — e~x. 

la  première  de  ces  deux  équations  exprime 
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que  si  dans  le  développement  de  2 cos  x , on 
substitue  x j/ — x , au  lieu  de  x , on  retom- 
bera sur  la  série  qui  exprime  le  développement 
de  <?*  -f-  <?-*;  si  donc  on  substitue  x x 
au  lieu  de  x,  dans  le  produit  des  facteurs  dans 
lesquels  se  décompose  le  développement  de 
cos  x , on  obtiendra  un  produit  composé  d’un 
nombre  infini  de  facteurs  et  qui  sera  égal  à 
ez  -f-  e~x,  ainsi  on  aura  l’équation 


ez  -f-  é~ 


*“{■+£}{»+£}{■+£} 


la  seconde  éqqglon  exprime  que  si  dans  l’ex- 
pression de  — 2 [/ — 1 sin  x , on  change  x en 
* V — 1 » on  aura  un  résultat  qui  sera  égal  à 
£ * ; si  donc  on  substitue  dans  l’expres- 
sion de  — 2 {/ — x . sin  x décomposée  en  produits 
de  facteurs  indéfinis  x\/ — 1 au  lieu  de  x,  on 
aura  la  valeur  deex — e~x-,  par  conséquen  t on  aura 
en  divisant  les  deux  membres  par  — 2 \/ — 1 , 


574  D’après  ce  qui  vient  d’ètredit,  il  est 
facile  de  voir  qu’une  expression  de  la  forme 

» COÏ  3?  -f  fT**  t 

52.  .< 


) 
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peut  se  décomposer  en  un  nombre  infini  de 

facteurs;  en  effet  on  a 

e’1— 2 cos  a cos  (ax  )/ — i ) — acoiaf  ; 

or  on  a 

cos  a — éos  issasin^n-j-ÀJsinjÇa  — b) , 

ainsi  le  second  membre  de  l’avant  dernière 
équation  est  égàl  à 

h 

4 sin  (p-f>  x V — i ) X sin  (?-*■  x — i); 
or  on  a * 

-0=*)  m <r£*>  (r£)  -• 


si  dans  cette  équation  on  substitue  successi- 
vement pour  x,  <p+X[/—^i  et  <p — x î , 
et  qu’ensuite  on  multiplie  les  deux  équations 
résultantes  membre  à membre,  on  aura 


lin ( ? -f-x  ÿ — î )sin(p  — x V — i ) = (<P*  + **)  X 


{ 


( TT  — ? )’  -f  X1 


} { 


( t 9 y + 


} 


X 


( ( 2T8-  — <p  y -4-  x*  ( 2T  + C )*  -f  A*  } ; 

1 4^~  * 4^a  f ’ 


J 


{ 
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par  conséquent 

e5T  — a cos  2$  -J-  é~: **  = 4 { P*  HH  **  } X 

Q — p )»  + g»  ( »•  4-  » )»  -p  x» 
ir*  v 1T* 

(a«— -y)»  + ac»  (a>  + »)‘  + g*| 

TT*  »*  > 


375.  Si  dans  cette  équation  on  fait  3C=o,  on 
aura 


si  on  divise  l’avant-dernière  équation  par  ceUe-ci, 
on  en  déduira 


«**  — a ços  2 <p  + e-**  == 

4 «in*  ♦,{i+^}  { 1 + yw*{Y } x 

{‘^Hl+i=Sîÿ} 


576.  La  somme  etla  différence  de  deux  expo- 
nentielles réciproques  peut  non-seulement  so 
décomposer  en-  un  nombre  infini  de  facteurs 
algébriques,  mais  on  peut  aussi  exprimer  do 
la  même  manière  les  fonctions 


f 


9* 
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{ e*  + e~ 1 } { ey  + «T*  } 

{ e*  + e~x  } — { è>  -f  e~y  } 

{ ex  — e-x  } -f-  { e*  — e“/  } 

{ e*  _ e-*  } _ { e'  — e~y  } , 

car  ces  formules  équivalent  respectivement  à 
2 cos  . x 'y/ — i -f*  cos  . y [/ — i } = 


4 cos 


( * + y ) y/—  1 ( J — y ) y/ _ 


2 { cos  . x \/ — i — cos  .y  y/—-,  i } = 

4 sin  LL±JÜJ^ZJ.  «b  (*-■>•) 

^ a a 

a { sin  . x \/ — i-t-sin  • y V — * } — 

. . ( x -f  y ) l /•*-  1 ( x — y ) [/ — î 

A sin  ■■■  V—  t cos  - ■■■-■ ; 

H a ü 

l . . , * 

U i 1 ' V 

a {sin  . x y/ — i — an  , x y/ — i'  j =s 


4 sin 


(x  — y)|7—  i (a?  + y)\/  — î 

m * cos  - — ; J ; 

a a 


ces  transformations  font  voir  âiiss'i  que  si  on 
multiplie  ces  expressions  entr’çües,  ou  qu’on 
les  divise,  les  résultats  qu’on  obtiendra  seront 
aussi  décomposables  en  facteurs. 

577.  Si  on  avaità  décomposer  e,x±e’r  enpro- 
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duits  d’un  nombre  infini  de  facteurs , on  re- 
marquerait que  cette  expression  est  égale  à 

e*+y  { e*-y  rfc  } ; 


et  comme  l’expression  qui  est  comprise  dans 
la  parenthèse  peut  se  décomposer  en  un  nombre 
infini  de  facteurs,  l’expression  proposée  peut 
aussi  se  décomposer  de  la  meme  manière } il 
en  serait  de  meme  dq  l’expression 

e'*  ± é~*r 

e-“  ±;  e~ “ * 

,1 

car  elle  équivaut  à 


ex~y  ±;  ^ 

eu~L  dz  e-“+z  J ’ 


et  comme  le  numérateur  et  le  dénominateur 
de  cette  fraction  peut  se  décomposer  en  pro- 
duits d’un  nombre  infini  de  facteurs,  l’expres- 
sion proposée  sera  aussi  décomposable  en 
une  infinité  de  facteurs. 


078.  Si  on  considérait  le  produit  de  deux  fac- 
teurs semblables  à ceux  qu’on  a divisés,  on  en 
déduirait  des  conséquences  pareilles , car  on  a 

( esx  ±.  e-y  ) ( e2“  zh  eat  ) = 

£X-f-)M-u4-z  { e*~y  ± e~x+y  }{  dz  }. 


• \ * 
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Théorème  de  Leibnitz. 

A 

579.  Le  théorème  dont  il  s’agit  ici  consista 
en  ce  que  la  fonction  dérivée  d’un  ordre  quel- 
conque n du  produit  de  tant  de  facteurs 
p,  q,  r,  s,  qu’on  voudra,  se  compose  d’autant 
de  termes  de  la  forme 

7 tt  V f 

1.0.5.  .n.p  q r'  s ..... 

1 ...*.  1...&  . 1 ...y..i...ï.. 

qu’on  peut  satisfaire  de  fois  en  nombres  entiers 
et  positifs  à l’équation 

mais  comme  il  est  facile  de  ramener  ce  théo- 
rème considéré  dans  toute  sa  généralité,  au 
cas  où  il  n’j  a f|ue  deux  facteurs,  nous  nous 
occuperons  seulement  de  celui-ci. 

Si  on  prend  la  fonction  prime  du  produit  des 
deux  facteurs  p et  q fonctions  de  x,  on  aura 

(pqï  = pï  + p'r> 

si  des  deux  membres  de  cette  équation  on 
prend  la  fonction  prime,  on  aura  la  fonction 
seconde  du  produit  p q , ainsi  cette  fonction 
seconde  sera  donnée  par  l’équation 

(p?  y =/?<?"  + p'f 

p’q'+p"q 
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ou  en  réduisant 

f 

(P7  )"  = pq"  + apV  + PV>  / 

prenant  la  fonction  prime  des  deux  membres 
de  cette  équation,  on  aura  la  fonction  tierce 
du  produit pq-,  or,  la  fonction  prime  du  second 
membre  s’obtient  en  prenant  la  fonction  prime 
de  chacun  de  ses  termes  par  rapport  au  se- 
cond facteur  qui  se  trouve  dans  chacun  d’eux; 
puis  en  la  prenant  par  rapport  aux  premiers  et 
comme  on  la  prend  par  rapport  aux  seconds, 
en  affectant  ces  seconds  facteurs  d’un  accent,  de 
même  qu’on  l’obtient  par  rapport  au  premier 
en  écrivant  à sa  droite  un  accent , on  aura 

' l 

(«r  = pq"'  + *p'q"  + pV 
. , -b  p'q  + 3pV  + p"q  > 

ou  en  réduisant 

(.pq  )'"  = pq”'  + 3p'q"  + 3p“q'  + pmq, 

la  marche  qu’on  vient  de  suivre  suffit  pour 
montrer  ce  qu’il  y aurait  à faire  pour  obtenir 
les  fond  ions  dérivées  des  ordres  plus  élevés,  en 
continuanton  trouvera  que  les  eoefficiens  numé- 
riques dans  le  second  membre,  sontlesmêmes 
queceux  des  termesdu  développementdelapuis- 
sauce  d’un  binôme , c’est  ce  qu’il  est  facile  d’éta- 
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blir  en  général;  car,  si  la  fonction  dérivée  do 

l’ordre  n du  produit pq  est  donnée  par  l’équation 

( p<7  )C»>  — pqW  -f-  A p'qiu~0  -f-  Bp"q  O1-5)  etc.  , 

celle  de  l’ordre  immédiatement  supérieur  le  sera 
par  l’équation  ’ ” 

. •.  I ..  r"  . I • i'  'I 

( pq  )Ç"+Jî  = pq^+O  + A p'qW  -f-  B p"(j <■"-*>  + etc. 

i ~\~A-  > ~f“  été,1 

A 

par  conséquent  le  coefficient  numérique  d’un 
terme  quelconque,  dans  la  fonction  dérivée 
de  l’ordre  n -f- 1 > est  égal  au  coefficient  du 
même  rang,  dans  la  fonction  dérivée  de  l’ordre 
n , augmenté  du  coefficient  du  terme  précédent  ; 
et  comme  cette  loi  a lieu  entre  les  coefficiens 
du  binôme,  il  en  résulte  que  si  pour  une  valeur 
de  n,  les  coefficiens  numériques  des  termes 
de  la  fonction  dérivée  (pq)M  suivent  la  loi  des 
coefficiens  du  binôme;  la  même  loi  aura  lieu 
lorsqu’on  prendra  la  fonction  dérivée  de  l’ordre 
n -f-  * ; et  comme  cette  loi  a lien  quand  n—a , 
elle  aura  lieu  encore  lorsque  n sera  égala  3,  à 4, 
à 5 , et  ainsi  de  suite  ; ainsi  çlle  aura  lieu  pour 
toutes  les  valeurs  de  n,  par  conséquent  on  aura  , 
pour  toutes  les  valeurs  positives  d en,  l’équation 

f • , ■ ; i 

(pq  ï'n 5 =pg00  -f-  n'p  «jfO-q  + — — — — p" 

. i 
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, Intégration  des  équations  dérivées  d’un 
ordre  quelconque  à coefficiens  constans. 

58o.  Lorsque  le  second  membre  de  l’équation 
dérivée  n’est  point  nul,  il  est  facile  de  ramener 
la  recherche  de  l’intégrale  générale  à celle  d’une 
pareille  équation  dans  laquelle  le  second  membre 
est  zéro;  ainsi  nous  considérerons  seulement 
Féquation. 

yW  y AjO-O  -f  B jt"-2)  4.  Cy(“-3>  Ty  = O ; 

si  on  désigne  par  p,  q,  r,....  des  fonctions 
de  x qui  jouissent  de  la  propriété  de  satisfaire 
à l’équation  précédente,  elles  y satisferont  en- 
core en  multipliant  ces  fonctions,  respective- 
ment par  des  constantes  a,  b , c. . . ; ainsi  on 


aura 

c • ‘ * ■ ' ■ ' 1 ; ■ ‘ ■ 

apW  + A apC»-0  -f.  B apt’1-*)  + . .....  T ap  = o 

bqW  4-  A bq(*-0  4-  B69O- O 4-  .....  . T bq  = o 


crW  4-  Acr^-0  4.  BcrC'—O  4-  . . ..  ...  Ter  = o 


si  on  ajoute  toutes  ces  équations,  on  en  aura 
une  qui  sera  égale  au  résultat  de  la  substitution 
de  ap  -f-  bq  4-  cr-f- ... , à la  place  dey  ; par  con- 
séquent si  on  dét  ermine  autant  de  solutions  par- 
ticulières jb,  q , r , qu’il  est  marqué  par  l’ordre 

de  cette  équation,  on  aura,  en  les  multipliant 
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par  des  constantes  arbitraires,  et  les  ajoutant, 
une  expression  qui  satisfera  à l’équation  propo- 
sée et  qui  sera  l'intégrale  générale , puisqu’elle 
renfermera  autant  deconstantes  arbitraires  qu’il 
est  marqué  par  l’ordre  de  l’équation.  11  reste 
donc  à déterminer  les  fonctions  que  nous  avons 
désignées  par  p,  q,  >*,  etc.  Or  ces  fonctions 
devant  satisfaire  séparément  à l’équation  déri- 
vée dont  il  s’agit,  il  faut  que  les  fonctions  de  x 
qu’elles  représentent,  donnent,  pour  les  termes 
qui  précèdent  le  dernier,  une  quantité  égale 
et  de  signe  contraire  à ce  dernier  terme  • ainsi 
l’hypothèse  la  plus  naturelle  à faire  sur  la  na- 
ture de  la  fonction  qu’on  doit  substituer  pour 
y , est  de  la  supposer  telle  qu’elle  se  reproduise 
dans  les  fonctions  dérivées  ; si  on  pose  y' ~my , 
on  aura,  en  supposant  m constant, 

y = mf  = m'y 

y"  = m*ÿ  = 
y'1  = n*y  — m.y 

si  on  substitue  dans  l’équation  dérivée  pour 
y\ÿ\y"\y'\  les  valeurs  qu’on  vient  de  trou- 
ver, on  aura 

/ y'  { m*  -f-  Arci"— 1 -f-  Bm’-'  •+•••-£-  Tnt  } ; 

ainsi  l’équation  dériyéç  sera  satisfaite,  en  dé- 
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terminant  la  quantité  m,  de  manière  à salis-, 
faire  à l’équation 

m*  -f-  Am""1  -f*  Bm"-'  + • • *t"  ^m  = o; 

mais  de  l’éqüation  y'  — my , on  tire^-  = m, 

d’où  l.y  = mx~\-k  , et  par  suite  y = ce“j  si 
donc  l’éqüation  qui  détermine  les  valeurs  de 
m a toutes  ses  racines  inégales , on  aura  un 
nombre  n d’intégrales  particulières,  lesquelles 
étant  multipliées  par  des  constantes  arbitraires 
et  ajoutées , donneront  l’intégrale  générale. 

Mais , si  l’équation  en  m a plusieurs  racines 
égales , on  n’aura  plus  un  nombre  n d’intégrales 
particulières , par  conséquent  l’intégrale  qui  ré- 
sultera de  leur  somme,  après  les  avoir  multipliées 
respectivement  par  des  constantesarbitraires,ne 
contenant  pas  un  nombre  n de  ces  constantes, 
ne  pourra  être  l’intégrale  générale.  Pour  décou- 
vrir , dans  le  cas  où  il  y a des  racines  égales , 
toutes  læ  intégrales  particulières  qui  satisfont  à 
l’équation  proposée,  nous  poserons  y — pemx,  p 
étant  une  fonction  arbitraire  de  x et  que  nous  dé- 
terminerons de  manière  à remplir  notre  objet , 
ensuite  nous  tirerons  de  cette  équation  les  va- 
leurs de  yw,  yl'~l\  y(-',~t)  ....  au  moyen  du 
théorème  de  Leibnitz , puis  nous  les  mettrons 
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avec  celle  de  y dans  l’équation 


yW  -p  Ay>-0  + ByC”—)  _p  ..  -f-  Ty  = o, 

et  on  trouvera  qu’elle  sera  satisfaite  lorsqu’on 
aura 

p[m“+Am"- : 5-f  Dm"- l-f- ] 

p,[nmn~  — i )Am“-s-j-(it — 8)  B m"— 3-f- J 

n 

2 C"  (rt — i — i )(n — a) Am*~3+ 3 

ou  bien 

PM  + p'M'  -f  M"  + .....=  o, 

M représentant  le  polynôme  mn  -f-  A mn~1' 

-f- B/n"-* -f- + T ni  et  M',  M",  etc.,  les 

polynômes  dérivés  successifs  de  ce  même  po- 
lynôme. Or  on  sat  isfera  non-seulement  à cette 
équation , en  posant  p égal  constante  , mais 
en  posant  p c’,~°  égal  à une  constante  que  nous 
désignerons  par  a,  car  les  coefficiens  M,  M', 
M",  M'",  jusqu’à  étant  nuls,%n  aura 

à cause  que  le  polynôme  M a un  nombre  r 
de  racines  égales  à m,  et  que  les  fonctions  dé- 
rivées de  p supérieures  à r — î sont  nulles, 
l’équation  suivante 

pM  + p'M'  + M*  + , . . . = o ; 


r 
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or  tle  l’équation  j3c"~°  = a , on  tire  par  une 
suite  d’intégrations  successives,  et  en  faisant 
abstraction  des  diviseurs  qui  peuvent  être 
considérés  comme  étant  compris  dans  les cons- 


tantes  arbitraires,  l’équation 

p = axT~l  + + a"x'-1  + ... 

. -f-  a<-'~ 

d’où 

y — emi  { or'-1  + a’x r~*  -f-  «V"?+ ... 

ainsi  à chaque  système  de  racines  égales  cor- 
respond un  nombre  de  solutions  particulières 
marqué  par  le  nombre  de  ces  racines , d’où  il 
résulte  qu’une  équation  dérivée  d’un  ordre 
quelconque,  a toujours  autant  d’intégrales  par- 
ticulières et  indépendantes  qu’il  est  marqué 
par  l’ordre  de  l’équation  ; ainsi  en  les  multi- 
pliant respectivement  par  des  constantes  arbi- 
traires et  les  ajoutant,  on  aura  uue  expression1 
qui  contiendra  autant  de  constantes  arbitraires, 
qu’il  est  marqué  par  l’ordre  de  l’équation  dé- 
rivée , et  qui  par  conséquent  sera  l’intégrale 
• générale  de  l’équation  proposée. 


5i2  mélanges 

Extension  du  théorème  de  Léibnitz,  aü  Câs 
où  les  indices  seraient  entiers  et  négatifs  ; 
conséquences  qui  en  résultent 

38 1.  Nous  avons  vu  que  la  formule  qui  donne 
la  fonction  dérivée  d’un  ordre  quelconque  du 
produit  des  deux  facteurs  p et  q,  résultait 
de  celle  de  la  fonction  dérivée  d’un  ordre 
moindre  d’une  unité  , en  augmentant  dans 
cette  dernière  formule  les  in  lices  des  se- 
condes lettres  d’une  unité , et  en  ajoutant  au 
coefficient  numérique  de  chaque  terme  le 
coefficient  numérique  du  terme  précédent;  si 
donc  on  veut  revenir  de  la  formule  qui  donne 
la  fonction  dérivée  d’un  ordre  quelconque  du 
produit  pq , à celle  qui  donne  la  fonction  dé- 
rivée d’un  ordre  moindre  d’une  unité , il  faudra 
dans  la  première  formule  diminuer  les  indices 
des  secondes  lettres  dans  chaque  terme  d’une 
unité,  et  retrancher  du  coefficient  de  chaque 
terme , dans  la  première  formule , le  coefficient 
numérique  du  terme  qui  occupe  un  rang  moins 
avancé  d’une  unité  dans  celle  qui  exprime  la 
fonction  dérivée  de  l’ordre  immédiatement 
moindre  ; ainsi  puisqu’on  a 

pçC«)_j_np/ç('1— ')  -j-  — - p"q(n~*ï  -f- 

— p“qC"-3)  -j-  etc.; 

la 


itized  by  Google 


n . 


d’analÿse.  6i5 

la  formule  qui  étant  dérivée  une  fois,  reproduira 
cette  dernière,  sera  donnée  par  l’équation 

— -p"q(.n~  3)-f. 

n — 1 .n  — 2 . n — 3 „ . 

^ />V"  3)  -4-  etc.  ; 

ainsi  il  suffira  de  diminuer  dans  la  première 
formule  les  facteurs  n,  n—  1 , n — à,  etc., 
ainsi  que  les  indices  d’une  unité.  Si  on  veut 
passer  de  cette  dernière  formule  à celle  qui 
étant  dérivée  la  reproduirait , il  suffira  do 
remplacer  partout,  tant  dans  les  indices  que 
dans  les  coefficiens , n en  ti  — î , ce  qui  revient 
à changer  dans  la  première  n en  n — a ; en 
allant  de  proche  en  proche , on  trouvera  que 
pour  passer  de  la  première  formule  à celle  qui 
étant  dérivée  un  nombre  r de  fois  la  repro- 
duirait, il  suffit  d’y  changer  n en  n — r,  quelque 
grand  d’ailleurs  que  soit  le  nombre  r j ainsi 
on  aura 

( pq  )C"_r>  = pqt*-')  -f  ( n — r ) p'gO-'-O  -f- 

(„_f)  („_r-_o + i(c . 

si  dans  cette  dernière  formule  on  fait  r = 2 n, 
on  aura 

(pq )C~"?  = pgCi-'0  — np'q(-~n~l)  -f-  p'qt-ï-ï)  — 

' • • 1 %2  33 
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n . n : 4-  1 . n - f-  a 
1.2.3 


p"g(  n— 3)  etc.  . 


cette  dernière  formule  est  celle  qui  étant  dififé- 
rentiée  277  fois,  donnerait  (/??  ou , ce  qui 
revient  au  même,  celle  qui  étant  différentiée 
n fois  de  suite  , donnerait  le  produit  pq\  ainsi 
elle  est  l’intégrale  de  l’ordre  n de  ce  produit  : 
l’analyse  qui  nous  y a conduits  nous  four- 
nit l’interprétation  des  indices  négatifs  qui  ne 
désignent  rien  que  des  fonctions  inverses  ou 
des  intégrales  de  l’ordre  marqué  par  le  même 
indice  pris  positivement. 


582.  Si  dans  la  dernière  formule  on  remplace 
p par  X et  q par  xm,  on  en  déduira 

f"Xxmdx  ra 

jç  xn*n  ndX  x*+,+l 

(m-(- 1 ) . . . (m-i-n)  î dx  ’ (m+i).. . , (m-f-n-t-i}"’” 

n . n 4 1 d‘X jrin-f-m-a 

i.2  ’ dx*  ' ( m -f-  î ) . . . ( m + n ■+■  2 ) 

n.n-M  .71-4-2  cTX  xm' hn+3  , 

— - — . i ctç  * 

1.2.3  ' dx1  ‘ (m-}-i)..(ni+»+3)  ’ 


si  on  fait  dans  cette  formule  772=0,77=1,  on  aura 


fXdx—const  -f-Xx  — 


2 


dX  x 3 d*X 

dx  2 . 3 dx’1 


ce  qui  est  la  formule  de  Jean  Bernoulli,  la- 
quelle est,  par  rapport  au  calcul  intégral,  ce  que 
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la  formule  de  Taylor  est  par  rapport  au  calcul 
différentiel. 


383.  Si  on  fait  dans  la  formule  de  Jean  Ber- 
noulli X=xm,  on  aura 

i / xmdx  = 

i — >1  m.m — î m — a , j 

c . 3.  4 

or  le  second  membre  de  cette  équation  est 
égal  à 


f m . m.m — ■! 

X”+'  1 l h 2- 

l a ' a . 3 


m-+- 


1 f,  .s  (m-f-i)m-  • m-f-i  .mm — î ? 

; {(m+0-^r^-+-7— rtc.}  ; 


d’ailleurs  le  facteur  qui  est  compris  entre  les 
deux  accolades  est  égal  et  de  signe  contraire 
à la  somme  des  termes  qui  suivent  le  premier 
dans  le  développement  de  (i — i)”,  ainsi  il  est 
égal  à l’unité  j par  conséquent  on  aura 


f xmdx  — 


-f-  const. , 


m + î 

comme  on  l’obtient  immédiatement  par  le  pro- 
cédé de  l’intégration  par  parties;  en  effet  on  a 
fx™dx  = xm+‘  — mfxMdx  ; 

d’où  l’on  tire 

( m -f-  i ) fxmdx  =:  xm+1  ; 

partant 


fxmdx  — 


m -f-  i 


-f-  const. 


53.*- 
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584.  Le  théorème  de  Taylor  est  une  suite  im- 
médiate du  théorème  de  Bernoulli,  en  effet  on  a 


^as=?(o-i  + i)=f(a-x)-fP, 

de  cette  équation  on  tire , en  prenant  la  fonc- 
tion prime  des  deux  membres , 

o = p'(a  — æ ) -j-  P'  J > 


ainsi  on  aura 

P = — fdx  q>f  ( a — x ) ; 

or  en  vertu  du  théorème  de  Bernoulli , on  a , à 
ccftise  de 

, ( a — x ) 


l’équation 


dlc 


fdxç?  (a  — x ) = 


xtp'Ca—x)  + ^ <p\a  — x)+  Aj  f'Ca— *)  -f  etc.  ; 


ainsi 


( a ) - 


<?(a—x)  +xç'(a—x) + <p'\a— x)-f  ^ ♦'(a-x)  -f  etc. 


il  n’y  a pas  de  constante  à ajouter  au  se- 
cond membre , parce  que  l’intégrale  qui  est 
égale  à P , devient  nulle  quand  on  fait  x—  o. 
Si  dans  la  dernière  formule  on  représente  a—x 
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par  z , on  aura 

+ + xç'z  -j ç>"z  -j 5 ' ç*z  + etc.  ; 

3 2 • O 

remplaçant  dans  cette  formule  z par  # etx  par 
i,  elle  deviendra 

i%  jS 

f (*  + »)—  **  + iy*  + 2 <?"*  + ^3  <P**  + etc. 

385.  Le  théorème  qu’on  vient  de  démontrer 
et  qui  sert  au  développement  des  fonctions  en 
séries , peut  s’obtenir  d’une  manière  fort 
simple,  sans  avoir  besoin  de  recourir  à la  série 
de  Jean  Bernoulli , en  partant  de  l’équation 

<p  ( x i)  <px  pi  qi*  •+•  ri3  -j*  si 4 -+-  etc. , , 

♦ 

dans  laquelle  les  coefficiens  p,  q , r,  sont 
des  fonctions  de  x ; en  effet,  si-  dans  les  deux 
membres  de  l’équation  précédente  on  rem- 
place x paF  x -f-  u et  i par  i— w,  l’idenr 
tité  aura  encore  beu  ; et  comme  par  cette 
substitution  le  premier  membre  reste  le  même  y 
le  second  membre  ne  changera  pas,  ainsi  les 
coefficiens  des  diverses  puissances  de, a dans 
ce  second  membre  seront  nuis;  or  chaque 
terme  de  ce  second  membre , tel  que  M im,  en 
produit  deux,  l’un  qui  résulte  de  la  substitution 


/ 
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de  x + u,  au  lieu  de  x dans  M , et  l’autre  qui 
résulte  de  la  substitution  de  i — u à la  place 
de  i ; si  donc  on  désigne  la  fonction  prime  de 
chaque  coefficient  pris  par  rapport  à x par 
ces  mêmes  coefficiens  affectés  d’un  accent , 
on  aura 

f $'x  -f-  pi  -f-  q'i1 4-  4-  si*  4-  etc.  î 

° l — p — zqi  — 3n‘  — 4si? — etc.  J * 

cette  équation  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  iy 
elle  se  partagera  dans  les  équations  suivantes 


$x — p— o,  p'  — aq=xo,  q' — 3r=o,  / — = 
de  ces  équations  on  tire 


p^ïx-,  q = \p'=X-*"x-,r=,^  = £§*"*'* 
/ * 


4 r 4 ~ a • 3 . 4 
par  conséquent  on  aura 


2 2.0 
<p">x  -,  . . 


ç(x+i)=<px+i<p'x+l-v*x-\-  ~ ,Tj|S*"etc  • : 

dans  ce  qui  précède  on  a supposé  la  série 
prolongée  indéfiniment,  mais  on  peut  la  ter- 
miner à un  terme  quelconque  et  se  proposer 
de  trouver  la  fonction  qui  sert  à compléter  les 


\ 
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termes  de  ce  développement  ; pour  cela  nous- 
poserons 

i*  p 

? ( * -ir  * ) = **  4-  *fx  *+•  - <f"x  -P  ^73  $"x  + » • • 

. ,,  r._  «Ml  + jC-n+OP  , 

• a . . . m 


P étant  une  fonction  de  ac-f-r  et  dé  x , si  on 
suppose  comme  ci-dessus  que  x se  change 
en  ac-j-n  et  i ,en  i — u,  on  aura  en  pre- 
nant le  coefficient  de  la  première  puissance 
de  u dans  les  deux  membres,  et  en  dési- 
gnant par  (P)'  la  fonction  prime  de  P prisa 
par  rapport  à x,  x + i étant  considérée  comme 
constante , l’équation  suivante 


ou  en  réduisante 

-C-’“+')p+rrS+,w=°' 

d'où 


p = 


+ 


(P)V 


1 . . . . m -p  » rn  + »• 

or  si  on  prenait  un  terme  de  plus,  on  aurait 


p = 


1 . . . m 4 1 


+ > 


1 
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d’où 

parconséquent  lorsqu’on  aura  la  fonction  com- 
plémentaire d’un  certain  nombre  de  termes  du 
développement,  il  sera  facile  d’obtenir  celle  qui 
correspond  au  même  développement  pris  avec 
un  terme  de  plus  ; et  comme  pour  les  fonctions 
algébriques  on  peut  trouver  la  fonction  complé- 
mentairequisuit  le  premier  terme  du  développe- 
ment, il  sera  facile  de  trouver  toutes  les  autres. 

386.  Lorsque  les  fonctions  qufon  développe 
sont  transcendantes,  il  n’y  a aucun  moyen  exact 
d’obtenir  la  fonction  complémentaire  sous 
une  forme  qui  permette  d’en  faire  usage,  à 
cause  qu’on  n’a  aucun  moyen  d’obtenir  le  rap- 
port de  l’accroissement  de  la  fonction  à celui 
de  la  variable  sous  une  forme  finie  qui  ne  de- 
vienne point  | lorsqu’on  suppose  que  l’accrois- 
sement de  la  fonction  est  nul,  c’est  pourquoi 
il  sera  utile,  au  défaut  de  cette  fonction  com- 
plémentaire, d’évaluer  l’erreur  qu’on  peut  com- 
mettre lorsque  dans  une  série  on  s’arrête 
à un  nombre  fini  de  termes  : c’est  à quoi  on 
arrivera  facilement  si  on  considère^  qu’on  a 
en  vertu  de  ce  qui  précède 


MELANGES 


.JQL. 

m -1-  i ’ 
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i. ..  .m 

car  si  on  suppose  x -+-  i = a , on  aura 

C(o  — x)m+'P]'  = — J 

or  (a — x)’"4-'  P exprime  l’aire  d’une  courbe  dont 
l’ordonnée  serait  la  fonction  prime  de  cette 
quantité  ; si  donc  on  construit  une  courbe 
dont  l’ordonnée  soit  égale  à 

— (a— 

1 m ' 

l’aire  comprise  entre  les  ordonnées  qui  cor- 
respondent aux  abscisses  a et  a — x,  sera  la 
valeur  exacte  de  [(a — x)m4',P]',  c’est-à-dire 
du  reste  de  la  série  dont  il  s’agit. 

Si  on  désigne  par  M et  N la  plus  grande  et  la 
pluspetite  valeur  que  prend  î>(m+0x  lorsqu’o  n fait 
passer  la  variable  x par  tous  les  états  intermé- 
diaires entre  a et  a — i,  et  que  l’on  construise  les 
courbes  pour  lesquelles  les  ordonnées  seraient 

*X  M et 

1 . . • . 771  1 ...  . 771 

il  est  clair  que  la  première  courbe  ne  pourra 

* 
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avoir  aucun  point  au-dessous  de  celle  dont 

l’ordonnée  serait  — — ~~  x')  p — - , et  que  la 

seconde  courbe  ne  peut  en  avoir  aucun  au- 
dessus  de  cette  même  courbe  ; par  conséquent 
cette  dernière  courbe  est  située  entre  les  deux 
autres  , et  son  aire  est  comprise  entre  elles  j 
or  l’aire  de  la  courbe  dont  l’ordonnée  est 

— ~i~~~  M étant  exprimée  par  ~~ — M, 

et  celle  dont  l’ordonnée  est  — ^ a - N étant 

i ....  m 

égale  à — - ” N,  il  en  résulte  que  la 

valeur  exacte  de  ( a — Jc)m+,P  est  comprise, 
abstraction  faite  du  signe,  entre  — M et 
N , et  qu’elle  est  égale  au  produit  de 

-■a-  ~ Parune  quantité  intermédiaire  entre 

la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  valeurs  de 
prise  entre  les  limites  ( a — i)  et  a,  c’est- 
à-dire  à une  certaine  valeur  de  <pm+,#3  corres- 
pondante à une  valeur  de  x , prise  depuis  x=sa 
— i,  jusqu’à  x = a , ou  bien  à une  valeur  de 
x égale  à x -f-y  intermédiaire  entre  x et 
par  conséquent  on  aura 

1 " . - \ 

/ - 
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* ( * + *)=** + 5 + Aj  <?•*  -f 


2. . m 


Ç,Cm)  x -j_ 


j-o.4-1 

i ...  m -f-  1 


?m+‘ (*+;);  . 


587.  Au  moyen  de  cette  série  les  dévelop- 
pemens  des  fonctions  connues  se  réduisent  à 
trouver  les  fonctions  dérivées  consécutives  des 
fonctions  simples.  Si  on  considère  les  puis- 
sances, on  aura,  § 218,  en  posant 

çx  = xm,  <p'x=mxn~ *,  <p"x  — m.m — îx”1-’; 


par  conséquent 


( x + * )■  = xm  4-  mxm~‘i  + 


+ 


m.m  ■ 


1 . . . m — 77i  -f-  1 . 


i"  ( x -f*  i )m_*  , 


j étant  une  quantité  comprise  entre  o et  i.  Si 
dans  cette  formule  on  remplace  j successive- 
ment par  o et  i,  on  aura  deux  résultats,  l’un, 
plus  petit , l’autre  plus  grand  que  la  fonction 
proposée,  ce  qui  suffit  pour  juger  du  degré 
d’approximation  auquel  on  est  arrivé. 

388.  Si  on  fait  <px=ax,  on  aura,  d’après  le 
S a5i, 

ç'x  = axla  y <pnx  — dxl'a  , <p"x  = a*Pa , 
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et  ainsi  de  suite;  si  donc  on  substitue  pour 
çx  et  les  fonctions  dérivées  successives  de 
cette  fonction  leurs  valeurs  dans  la  série  de 
Taylor,  on  aura  • , 

;*  î» 

a**'  = ax  4-  iaxla  4-  - axPa+. . . axJr’l”a  ; 

a 2 . . . n 


si  dans  cette  série  on  fait  x—o  et  qu’ensuite 

on  change  i en  x,  on  aura 

. • * ' 

ax  — i + x/a  H Pa  -f s Pa  -J-  etc, 

a 2 • %}■ 

58g.  Si  on  lait  <px=lx , on  aura , à cause  qu* 


l’équation 

/ ( x + i)  = lx  + -x  — ~ ^ i— ....  ± 


'n(x+j  ) 


: \n  > 


j étant  comme  ci-dessus  compris  entre  o et/. 


390.  Enfin  si  on  pose  <px— sin#,  on  aura  ,, 
en  vertu  du  § 292  , les  équations 

ç>'x  — 4-  cos  x , ç"x  ss  — s in  a: , 
fTx  =x  — cos  ce,  <p'*x  . = + s*n  ce, 

<pvx  = -f-  cos  x,  (p^x  = — sin  x,. 
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par  conséquent 

. . . l%  P ' P 

sin(x-f-/)=sinx-{-ico8J: — -sinx— ^-^cosx-f-— — sinx-f-etc. 

Si  dans  cette  série  on  fait#  = o , sin  x = o 
et  cos  x s=  1 , ainsi  on  aura 


sin  / ai  - — 5 -f* 
a.3 


a. , 


i1 

— f-  etc.  ; 

“•••7 


si  dans  la  même  série  on  change  x H-  i en 
— x — i,  ce  qui  revient  à changer  x eu 

— — x et  i en  — i , on  aura 

a ’ 


;+i)=co3r- 


si  dans  cette  équation , on  fait  x = o,  on  aura , 
à cause  de  cos  x=i  et  sinx=o , l’équation 
suivante  • , 


. i * P 

COS  1=  1 H ; 

a a. 3. 4 


— etc. 


pour  avoir  les  limites  de  sin  i et  de  cos  i, 
il  est  clair  qu’il  faudra  prendre  pour  l’expo- 
sant de  i le  nombre  immédiatement  plus  grand 
d’une  unité  que  celui  de  i dans  le  terme  au- 
quel on  veut  s’arrêter. 


r s 


) 
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Evaluation  de  l’aire  d’un  rectangle . 

291 . Lorsqu’on  a l’équation  d’une  courbe  rap- 
portée à des  coordonnées  rectangulaires , on 
obtient  l’aire  comprise  entre  la  courbe,  l’axe 
des  abscisses  et  deux  ordonnées  quelconques, 
en  remontant  de  l’expression  de  l’ordonnée  ex- 
primée au  moyen  de  l’abscisse  à la  fonction 
dont  cette  ordonnée  est  la  fonction  dérivée. 
L’application  de  ce  principe  au  cas  où  l’équa- 
tion de  la  ligne  donnée  serait  celle  d’une  droite 
est  extrêmement  simple  et  fait  tomber  sur  les 
résultats  que  la  Géométrie  fournit  immédiate- 
ment, quelle  que  soit  d’ailleurs  l’inclinaison  de 
cette  droite  sur  l’axe  des  abscisses  ; malgré  cet 
accord  des  résultats  obtenus  par  l’Analyse  et 
la  Géométrie  pour  toutes  les  inclinaisons  de  la 
droite  , il  convient  néanmoins  d’observer  qu’on 
ne  peut  rien  conclure  lorsque  cette  droite  de- 
vient parallèle  à l’axe,  puisque  la  démonstra- 
tion du  principe  sur  lequel  on  6’appuie  pour  ar- 
river au  théorème  fondamental  des  quadratures 
repose  sur  celui  de  l’évaluation  de  l'aire  d’uu 
rectangle  : c’est  pour  compléter  le  premier 
théorème,  que  nous  allons  chercher  à établir 
le  second  sur  des  principes  rigoureux  qui  soient 
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indépendans  des  considérations  géométriques 
qu’on  emploie  communément. 

Pour  y arriver,  nous  observerons  que  quelle 
que  soit  l’expression  d’un  rectangle , elle  doit 
nécessairement  dépendre  de  la  base  et  de  la 
hauteur  , puisque  l’une  ou  l’àütre  de  ces  quan- 
tités venant  à varier , l’aire  du  rectangle  varie; 
si  donc  on  désigne  respectivement  par  x et  y 
les  rapports  de  la  base  et  de  la  hauteur  du 
rectangle  dont  il  s’agit  avec  la  base  et  la  hau- 
teur de  celui  qu’on  prend  pour  unité  de  me- 
sure , l’expression  de  la  surface  sera  une 
fonction  de  x et  de  y que  nous  représenterons 
en  général  par  F ( x,  y ) ; pour  voir  de  quelle 
manière  les  quantités  x et  y entrent  dans 
F ( jc,  y ),  nous  les  ferons  varier  successive- 
ment; supposons  d’abord  que  la  base  x de- 
vienne x + #',  la  hauteur  y restant  la  même, 
on  aura  un  nouveau  rectangle  dont  l’aire  sera 
exprimée  par  F ( x -bxr  ) ; or  ce  rectangle  peut 
être  considéré  comme  étant  composé  de  deux 
rectangles  qui  auraient  pour  hauteur  commune 
y , et  dont  la  base  de  l’un  serait  x,  et  la  base 
de  l’autre  x' , le  premier  de  ces  rectangles  étant 
exprimé  par  F ( x,  y ) et  le  second  }>arF(x,  j') 
le  rectangle  total  le  sera  par  F (x,  y)- f-  F(x',  y) , ' 
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de  sorte  qu’on  aura  l’identité 


F (*,  y)  + F (^0')  = F(x  + x',:y)<- 

si  on  développe  le  second  membre  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  x,  en  regardant  y 
comme  constant,  on  aura,  après  les  réductions 
laites, 

F (*,  JO  = **'(*',  .y  ) + etc. 

: * > - 
Or  le  premier  membre  étant  indépendant  de 

x'  le  second  membre  doit  l’ctre,  par  conséq  uent 
les  coefficiens  des  différentes  puissances  de  x 
se  réduiseut  à des  constantes  fonctions  de  y , 
mais  la  condition  de  F'  ( x , y ) = constante  , 
rend  nulles  toutes  les  fonctions  dérivées  des 
ordres  plus  élevés , on  aura  donc 

F (x,  y)=S3yy, 

Supposons  maintenant  quejy  devienne  y 
on  aura  un  rgctangle  qui  aura  pour  expression 
x<P  (y  -h y ) 5 mais  son  aire  peut  aussi  se  re- 
présenter par  x<py-hx<py',  puisqu’elle  est  égale  à 
la  somme  de  deux  rectangles  quiont  même  base 
x et  dont  y est  la  hauteur  de  l’un  et  y'  la  hau- 
teur de  l’autre , ainsi  on  aura 

x<fy  + xi fÿ  = xç  (y  -{-/), 

d’où 


Digitized  by  Google 


D’ANALYSE.  629 

d’où  l’on  tire 

> 

f ^ 

fy+  «>/  = 9 (y +y'  )=<py+yYy <y+etc., 

ce  qui  donne  <py=  Ay,  par  conséquent  F (x,y) 
= A xy,  pour  déterminer  la  constante  A,  il  n’y 
a qu’à  c^cevoir  que  les  quantités  x et  y de- 
viennent respectivement  égales  à leur  unité  de 
mesure , auquel  cas  l’expression  A xy  devra  se 
réduire  à l’unité,  ce  qui  ne  pourra  avoir  lieu, 
à moins  qu’on  ait  A=  1,  donc  F (a,  y ) = xy, 
résultat  connu. 

On  démontrerait  de  la  même  manière  que 
le  volume  d’un  rhomboïde  rectangle  est  égal 
au  produit  de  ses  trois  dimensions.  On  pourrait 
aussi  démontrer  que  l’aire  d’un  parallélogramme 
quelconque  est  égale  au  produit  de  deux  côtés 
contigus  par  le  sinus  de  l’angle  compris. 

3ga.  Le  théorème  dont  on  vient  de  s’occuper 
peut  encore  se  démontrer  de  la  manière  sui- 
vante. 

Soit  représenté  comme  précédemment  par 
F ( x y y ) l’aire  d’un  rectangle  dont  la  base  se- 
rait x fit  la  hauteur  y;  si  on  considère  deux 
nouveaux  rectangles  ayant  même  hauteur  que 

, 54 
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le  premier,  et  dont  la  base  de  l’un  soit  x -ht 
et  la  base  de  Pautre  * — i,  leur  somme  sera 
égale  au  double  de  celui  dont  la  base  est  x , 
de  sorte  qu’on  aura  quel  que  soit  i,  en  n’ayant 
égard  qu’à  la  variabilité  de  x, 

aFx  — F ( x -f*  i ) -f-  F (a:  — ijfc 

si  on  développe  le  second  membre  et  qu’on 
réduise , on  aura 

o = a | ^ F"x  ■+•  etc.  j. 

Cette  égalité  devant  se  vérifier  indépendamment 
d’aucune  valeur  particulière  de  i , il  faut  que  les 
coefficiens  des  diverses  puissances  de  i soient 
nuis  , ce  qui  exige  qu’on  ait  F "a  = o , ainsi 
V'x  = K,  et  par  suite 

Fx  = Ri  + L, 

K et  L sont  des  constantes  qu’il  faut  déterminer 
par  la  considération  de  quelques  cas  particuliers  ; 
quand  la  base  est  nulle,  l’aire  du  rectangle  est 
nulle,  ainsi  L = o;  par  conséquent  la  hauteur 
restant  la  même  , le  rectangle  varie  dans  le 
même  rapport  que  la  base.  Quant  à la  quantité 
K,  elle  est  constante  par  rapport  à v mais  va- 

. 4 . 
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riable  par  rapport  à y,  puisqu’elle  devient  nulle 
quand  jy  = o,  si  on  la  désigne  par  <py,  l’aire  du  ' 
rectangle  sera  exprimée  paTx<py.  Cela  posé,  si 
on  conçoit  deux  rectangles  qui  aient  une  même 
base  x que  le  premier,  et  dont  les  hauteurs  res- 
pectives soient  y + w et  y— u>,  leur  somme 
sera  évidemment  égale  au  double  de  celui  dont 
la  base  est  a et  la  hauteur  y,  de  sorte  qu’on  aura 

a x<py=x<p  (y+w-)+  xip  (j/  _w  ) , 

divisant  par  x , développant  et  réduisant,  on 
aura 

o=aJrfr  + __f.>4.„c.J. 

et  comme  cette  égalité  doit  se  vérifier  quel 
que  soit  w , il  faut  que  les  coefficiens  deà  di- 
verses puissances  de  w soient  nuis , ce  qui 
exige  qu’on  ait  <f>y=o,  par  conséquent  <p>=  A , 
et  par  suite 

çy  = Ay  +B; 


mais  comme  $y  s’évanouit  quand  y =o,  on  a 
B = o,  ainsi 


partant 


<*y—Ay, 


P ( x,  y ) = y — A.xy. 


La  constante  A se  détermine  comme  on  l’a 
vu  plus  haut,  qû  la  trouve  égale  à l’unité,  et- 

54... 
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on  a 

F (at,y  ) = xj. 

PROBLÈME. 

Trouver  la  direction  et  la  grandeur  de  deuic 
' forces  qui  agissent  à-la-fois  sur  un  point 
matériel,  et  dont  les  directions  font  entre 
elles  un  angle  quelconque. 

« . 4 * * • ' J» 

5g5.  Avant  de  nous  livrer  à cette  recherche 
nous  allons  faire  voir  qüe  deux  forces  qui 
agissent  à -la -fois  sur  un  point  matériel  ne 
peuvent  se  faire  équilibre , à moins  qu’elles  ne 
soient  égales  et  directement  opposées  ; en  effet 
sil’équilibre  pouvait  avoir  lieu  entre  deux  forces 
pt  etx'  dont  les  directions  ne  seraient  pas  direc- 
tement opposées  (fg.  8 ),  cet  équilibre  serait 
rompu  par  l’intervention  d’une  nouvelle  force 
x"  opposée  à x , et  le  corps  se  mouvrait  sui- 
vant cette  direction  ; mais  ce  système  de  forces 
envisagé  d’une  autre  manière,  présente  une 
conclusion  différente,  car  les  deux  forces  x 
et  x"  étant  égales  et  directement  opposées  se 
font  équilibre , le  point  matériel  est  donc  dans  le 
même  état  que  s’il  était  uniquement  soumis  à 
l’action  de  la  force  x' ; il  devrait  donc  obéir 
à l’action  de  cette  force,  et  se  mouvoir  suivant 
sa  direction,  c’est-à-dire  que  le  point  matériel 
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pourrait  prendre  plusieurs  chemins  à-la-fois , ce 
qui  est  absurde  ; on  voit  donc  qu’un  point  ma- 
tériel qui  est  sollicité  par  deux  forces , ne  peut 
être  en  équilibre , à moins  qu’elles  ne  soient 
directement  opposées  ; de  plus,  l’équilibre  ne 
'peut  avoir  beu  lorsque  cette  condition  est 
remplie,  à moins  qu’elles  ne  soient  égales;  car 
si  elles  étaient  inégales,  on  pourrait  concevoir 
la  plus  grande  décomposée  en  deux  autres , 
dont  l’une  serait  égale  à la  plus  petite  et  dont 
l’autre  serait  égale  à la  différence  ; et  comme 
la  première  de  ces  deux  forces  serait  détruite 
par  la  plus  petite,  il  resterait  encore  pour 
mouvoir  le  point  une  force  égale  à la  différence 
des  deux  premières  forces,  de  sorte  qu’il  se 
mouvrait  dans  le  sens  de  la  plus  grande  des 
deux  forces  avec  une  intensité  égale  à la  dif- 
férence des  deux  forces  primitives. 

3g4.  Revenons  maintenant  à notre  question,  le 
cas  le  plus  simple  est  celui  où  les  deux  forces 
seraient  égales;  dans  ce  cas,  le  point  sur  lequel* 
elles  agissent  étant  sollicité  de  la  même  manière 
par  chacune  d’elles,  il  n’y  a pas  de  raison  pour 
qu’il  s’approche  plutôt  de  la  direction  de  l’une 
que  de  l’autre;  par  conséquent  la  direction  de 
la  résultante  divisera  en  deux  également  l’angle 
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que  formentles  directions  des  composantes  ; si  les 
composantes  sans  cesser  d’être  égales  viennent 
à varier  de  grandeur,  la  résultante  variera 
aussi  en  supposant  que  l’angle  reste  le  même  ; 
car  si  les  composantes  de  ce  qu’elles  étaient , 
deviennent  respectivement  égales  à x-f -y  t 
il  faudra,  pour  avoir  la  résultante  générale, 
chercher  la  résultante  des  deux  forces  égales 
à x,  celles  des  deux  forces  égales  à y,  et  les 
combiner  entre  elles;  mais  comme  ces  résul- 
tantes particulières  agissent  dans  la  direction 
d’une  même  droite,  elles  s’ajoutent,  par  con- 
séquent la  résultante  de  deux  forces  égales 
varie  avec  ces  forces. 

395.  Si  au  lieu  défaire  varier  les  forces  on  fait 
varier  l’angle  qu’elles  font  entr’elles , la  résultante 
variera  nécessairement;  car  siaux  deux  compo- 
santes que  nous  désignerons  par  x et  x\fig.g, 
on  oppose  deux  forces  qui  leur  soient  égales , 
on  aura  un  système  composé  de  quatre  forces 
qui  se  feront  mutuellement  équilibre;  si  ou 
conçoit  maintenant  que  l’angle  des  dernières 
forces  que  nous  nommerons  y et  y',  augmente 
sans  cesser  de  faire  des  angles  égaux  avec  les 
forces  x et  x',  les  quatre  forces  cesseront  né- 
cessairement de  se  faire  équilibre,  car  l’angle 
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des  deux  forces  x et  x'  étant  moindre  que  le 
supplément  de  l’angle  des  deux  forces  x et  x', 
la  direction  de  la  résultante  des  deux  forces 
x'  et  y',  fera  ayec  x'  un  angle  moindre  que 
la  moitié  de  ce  supplément,  et  par  conséquent 
fera  avec  la  résultante  z un  angle  moindre 
qu’un  droit  ; et  comme  la  résultante  des  deux 
forces  x et  j est  égale  à celle  des  deux  forces 
x'  et  y' j et  qu’elle  fera  avec  la  résultante  z de 
x et  x'  le  même  angle  que  fait  cette  résultante 
avec  celle  des  forces  x'  et  y' , il  s’ensuit  que 
la  résultante  des  quatre  forces  sera  dirigée 
dans  le  sens  de  la  résultante  des  forces  x et 
x' , puisque  les  deux  forces  auxquelles  nous 
avons  ramené  le  système  font  entre  elles 
un  angle  moindre  que  deux  droits,  donc  la 
résultante  des  deux  forces  x et  xf  est  plus  grande 
que  celle  des  deux  forces/  et  y';  donc  la  ré- 
sultante de  deux  forces  diminue  à mesure  que 
l’angle  de  ces  deux  forces  augmente,  et  elle 
augmente  à mesure  que  Pangle  diminue. 

396.  Pour  avoir  la  grandeur  de  la  résultante , 
nous  observerons  que  la  résultante  variant  avec 
lesforces,  l’angle  restantle  même  aussi  bien  que 
lorsque  l’angle  varie,  les  forces  ne  changeant 
pas,  il  s’ensuit  que  la  résultante  dépend  à la  fois 
des  forces  qui  agissent  sur  le  point,  et  de  l’angle 
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que  fait  l’une  des  composantes  avec  cette  résul- 
tante; on  aura  donc,  en  représentant  cette  résul- 
tante par  z,  l’équation 

Z — F ( x,  et  ) , 

x désignant  une  des  composantes,  et  a l’angle 
qu’elle  forme  avec  la  résultante;  cela  posé,  si 
x devient  j,  z devient  z',  et  on  a 

z'  = F (y,*)- 

si  les  forces  x et  y agissent  à-la-fois,  les  résul- 
tantes particulières  s’ajoutent , et  on  a pour 
la  résultante  des  forces  x ~i~y 

F ( X>  * ) + F (y,  tt  ); 

L 

d’un  ailtre  côté  cette  résultante  est  égale  à 

• j 

F ( * 4-  y,  « ), 

on  a donc  l’équation 

F ( 07,  <*  ) + F <t  ) = F ( x + y,  et  ) ; 

si  on  développe  le  second  membre  par  rap- 
port aux  puissances  ascendantes  de  x , en  re- 
gardant a comme  constant,  on  trouvera  après 
les  réductions  faites 

F ( X,  * ) ss  xF'  (^,  * ) -f-  ~ F"  ( y , * ) + etc.  ; 

or,  le  premier  membre  étant  indépendant  de 
y , le  second  membre  doit  l’être  aussi  ; il  faut 
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donc  que  les  coefficiens  des  differentes  puis- 
sances de  x se  réduisent  à des  constantes  fonc- 
tions de  a, 5 mais  la  condition  de  F'(j,  a)  = 
consf.  rend  milles  toutes  les  fonctions  dérivées 
d’un  ordre  supérieur  au  premier,  de  sorte  qu’on 
a seulement 

F ( x , * ) = XQ* , 

\ 

<pa  étant  une  fonction  inconnue  de  a que  nous 
chercherons  à déterminer  : cette  équation  nous 
montre  que  la  résultante  varie  proportionnel- 
lement aux  composantes , lorsque  l’angle  reste 
le  même. 

C’est  à quoi  on  pouvait  encore  arriver  au- 
trement , car  si  on  conçoit  le  point  maté- 
riel sollicité  par  deux  forces  égales  à x-f-z  , 
on  aura  une  résultante  qui  sera  exprimée,  en 
faisant  abstraction  de  l’angle,  par  F(x-H');  si 
on  ajoute  à ces  composantes  de  nouvelles 
forces  égales  a x — i , elles  donneront  une  ré- 
sultante qui  sera  exprimée  par  F(x — i)\  ainsi 
la  résultante  totale  sera  exprimée  par 

F(x  + i)-f  F (x  — i)'. 

mais  les  composantes  qui  agissent  sur  une 
même  droite,  équivalent  à 2X,  ainsi  elles  don- 
neront une  résultante  double  de  celles  que- 
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donneraient  deux  forces  égaies  à x ; par  con- 
séquent on  aura 

aFx  = F(x  + i)  + F ( x — t ) ; 

si  on  développe  le  second  membre  par  rap- 
port aux  puissances  de  i,  on  aura,  toutes  réduc- 
tions faites, 

o = - F'x  + etc.  ; 
a 

cette  équation  devant  avoir  lieu  quel  que  soit 
i,  il  faut  qu’on  ait  F"jc  = o,  par  conséquent 
F'jc  = c , et  par  suite  Fx  = ex  + c'  ; quand 
x = o,  la  résultante  z est  nulle  ; ainsi  c'=  o, 
par  conséquent  z — cx  = x<p a , comme  on 
l’a  déjà  vu. 

» . 

597.  Pourdéterminer  la  nature  de  la  fonction 
imaginons  qu’on  oppose  aux  deux  composantes 
X deux  forces  qui  leur  soient  respectivement 
égales , il  est  clair  que  la  résultante  des  deux  pre- 
mières forces  seradétruiteparcelledesdeux  der- 
nières ; mais  si  on  conçoit  que  celles-ci , sans 
cesser  de  faire  avec  les  premières  des  angles 
égaux,  s’écartent  de  leur  résultante  d’une  quan- 
tité i et  que  les  deux  premières  se  rapprochent 
chacune  de  leur  résultante  de  la  même  quan- 
tité, il  est  clair,  à cause  que  la  résultante  des 
> 


Digitized  by  Google 


d'analyse.  53g 

deux  premières  est  égale  k xp(*-\- -r)  et  que 
celle  des  deux  dernières  est  égale  à x<p(a — i), 
et  que  la  résultante  totale  qui  est  la  différence 
de  ces  deux-ci  sera  égale  à 

( * — O — ®*  («4-*); 

©ries  deux  forces  égales  x et  y fig..  10  qui  sont 
situées  du  même  côté  de  la  résultante  générale 
donnent  une  résultante  particulière  égale  à 

*?(  — — *)» 

il  en  est  de  même  de  celle  des  deux  forces  x' 
et  y'  qui  se  trouvent  situées  de  l’autre  côté  de 
la  résultante  générale  ; et  comme  ces  deux 
résultantes  particulières  font , avec  la  résul- 
tante générale  un  angle  égal  à ^ — i , elles 

donneront  une  résultante  qui  sera  exprimé^ 
par 

* 

par  conséquent  on  aura  en  désignant 

*(t  -*)  “ f(ï  ~0  - • • 

par  Fa  et  F i,  l’équation  suivante 

*3 

FaFi  = ? (<t  — i)— -f  i)  = — a | ifn  + etc.  j. 
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Si  on  divise  les  deux  membres  par  F*,  on 
aura 


.-y*  , 1 <r*  , 

F a 2.3  F*  2. 3. 4-5 


Çy  A 


+etc. 


}-• 


le  premier  membre  de  cette  équation  étant  in- 
dépendant de  a , le  second  membre  doit  aussi 
en  être  indépendant,  par  conséquent  les  coef- 
ficiens  des  diverses  puissances  de  i doivent 
se  réduire  à des  constantes,  ainsi  on  aura 
<p'a= — aFa,  c’est-à-dire  que  la  fonction  prime 
de  <pa  est  égale  à une  quantité  qui  reste  la 
même  pour  tous  les  angles , multipliée  par  la 
fonction  semblable  du  complément  de  cet 
angle  que  nous  avons  désigné  par  Fa,  ainsi 
on  aura 

F'*=ç'  ( - 

cette  équation  combinée  avec  la  première 
donne 

«/"a  = — oF'a  = — a,ip A)QmA  ~ a‘q>'*  = -f-  a3Fct; 

é 

$"a  =-f-  c3F'<t  =-f-  c4çat;  a = a*<p'A  = — c5F«t , 


si  on  porte  dans  l’équation 

( ■ <p'  * . *3  v"  * i P ?T<*  i * 1 i 
Fl=  ■_a  { 1 Tï  + O f7  + f7  + etc-  J ; 

au  lieu  des  fonctions  dérivées  des  ordres  im- 
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pairs  de  <pa  leurs  valeurs,  on  aura 

f • °3  i3  e5i5  . ) 

F*  = a { a*  ~ ^-3  + ^773  — etc.  j = a sm  « ; 

donc 

F«  = a sin  a*  ; 

par  conséquent 

F ^ ^ ou  = a sin  a ^ 

partant  r 

z = ai  sin  a ^ ^ — **  ) * 


si  dans  ce  te  équation  on  fait  a = o,  on  aura, 
à cause  que  dans  cette  hypothèse  on  a Z—2X , 

l’équation  ,2X  = 2 æsin  a 3,  donc  sin  aq=.  1 ; 

or  les  arcs  pour  lesquels  les  sinus  sont  égaux 
à l’unité,  sont  les  multiples  d’une  circonférence , 
augmentée  d’un  quadran,  ainsi  on  aura 

a = “H  * > 

par  conséquent  . , , ■ . 

' z = 2X  sin  ( 4n  ■+■  I ) {^j-  — * ^ 

2=.  ax  sin  — ( 4»  + 1 ) * j =2xcos  ( 4n+*  )<*; 

si  on  suppose  que  l’angle  a se  change  en  — 
q représentant  ici  un  quadran,  la  résultante" 


* 


* 
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z sera  donnée  par  l’équation 

I 

-z  ==  ax  cos  ( 4"  -f  1 ) =3X008(1. 

4n~r  1 

m 

' et  comme  cos  q =o , on  aura  quel  que  soit  x f 
z— o;  d’ailleurs  l’équilibre  ne  peut  avoir  lieu 
entre  deux  forces,  à moins  qu’elles  ne  soient 

directement  opposées,  ainsi  on  aura  ■ =q, 

par  conséquent  n=o,  d’où  il  suit  que 

s ï = 3x  COS 

• ,y  * • , » • - . . " \ 

3g8.  Pour  trouverla  résultante  de  deux  forces 
inégales,  nous  commencerons  par  traiter  le 
cas  où  les  forces  agiraient  à angles  droits,  car 
le  problème  de  la  composition  de  tant  de  forces 
qu’on  voudra  à direction  quelconque  et  agis- 
sant dans  le  même  plan , pourra  s’j  ramener. 
En  effet,  si  dans  le  plan  de  ces  forces  on  con- 
çoit deux  axes  rectangulaires  qui  aient  pour 
origine  le  point  sollicité , on  pourra  à chaque 
force  en  substituer  deux  dirigées  suivant  ces 
axes;  la  résultante  générale  du  système  de 
forces  que  l’on  considère  sera  donc  ramenée 
ainsi  que  nous  l’avons  dit,  à celle  de  deux 
forces  rectangulaires , dont  chacune  serait  la 
somme  des  forces  estimées  .suivant  les  axes. 
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Désignons  par  x et  y les  forces  dont  il  s’agit , 
par  z leur  résultante , et  par  a l’angle  qu’elle 
Fait  avec  la  composante  jc;  si  nous  concevons 
une  droite  indéfinie  qui  fasse  avec  a;,  et  de 
l’autre  côté  de  la  direction  de  la  résultante, 
un  angle  égal  à a,  elle  fera  avec  y un  angle 
égal  à i« — a,  c'est-à-dire  que  les  forces  x et  y 
diviseront  en  deux  également  les  angles  formés 
par  cette  droite  et  la  direction  de  la  résultante; 
on  pourra  donc  à ces  deux  forces  en  substi- 
tuer quatre  autres  parmi  lesquelles  deux  seront 
dirigées  en  sens  contraires,  et  les  deux  autres 
dans  le  même  sens;  or,  de  ces  quatre  forces 
les  deux  premières  doivent  nécessairement  so 
détruire,  sans  quoi  la  force  qui  en  résulterait, 
contrarierait  le  point  et  l’empêcherait  de  se 
mouvoir  suivant  la  direction  de  la  droite  qui 
a été  prise  pour  être  la  direction  de  la  résul- 
tante et  suivant  laquelle  les  deux  autres  agis- 
sent, on  aura  donc 

coa<*  et  y = ax' cos(i*— *)  =ax'sin<e; 

9 ) 

d’où  l’on  tire 

^ • > 

y cc 

= tang  « et  ax'  rss  z = ; 

x COS  et 

* 

.599.  Si  on  veut  peindre  par  la  Géométrielesré- 
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sultats  d’analyse  a u xquels  nous  venons  d’arriver , 
on  verra  que  la  diagonale  du  rectangle  cons- 
truit sur  les  directions  de  ces  forces,  et  sur 
des  parties  proportionnelles  à ces  forces,  repré- 
sente en  direction  et  en  grandeur  la  résul- 
tante de  ces  forces. 

' - > ' ■ 

, 4oo.  Passons  maintenant  au  cas  où  les  forces 
seraient  quelconques,  et, agiraient  dans  le  même 
plan  ; pour  cela , traçons  dans  ce  plan  deux 
axes  rectangulaires,  et  nommons  P', P",  P'",  etc. 
ces  forces.  Si  R désigne  leur  résultante , que/ 
a.  soit  l’angle  que  forme  cette  résultante  avec 
l’axe  des  x,  on  aura  en  la  décomposant  sui- 
yant  ces  axes,  deux  forces  qu’on  obtiendrai 
en  décomposant  celles  qui  sont  données  sui- 
vant xet  y et  ajoutant  avec  leurs  signes  celles 
qui  agissent  suivant  un  même  axe  ; si  donc 
on  désigne  respectivement  par  et',  a!',  a'",  etc. , 
les  angles  que  font  les  forces  P',  P',  P"',  etc.,  avec, 
l’axe  des  x , elles  donnerpnt  suivant  cet  axe  des 
composantes  qui  seront  exprimées  respective- 
ment par  F cos  et',  P"  cos  et",  V"  cos  et'",  etc.  y 
et  suivant  l’axe  des  y , des  composantes  qui 
seront  P'  sin  et',  P"  sin  a",  P"  sin  et'",  etc.  ; et 
comme  d’ailleurs  lès  composantes  de  la  ré- 
sultante R , suivant  ces.mêmes  axes , sont  ex- 

i 
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primées  par  R cos  a et  R sin  et , on  aura  les 
deux  équations 

R cos  a.  — P'  cos*  + P"  cos  *"  + P*  cos  «*  etc.  , 

R sin  « = P'  sin  *'  -J-  P"  sin  *"  P*  sin  a."  etc. , 

lesquelles  suffisent  pour  déterminer  R et  a. 

401.  Pour  avoir  la  résultante  d’un  système 
de  forces  qui  agissent  sur  un  point  matériel , et 
dont  les  directions  sont  situées  d’une  manière 
quelconque  dans  l’espace  , il  faut  concevoir 
trois  axes  rectangulaires  qui  aient  pour  origine 
le  point  sollicité , et  décomposer  chaque  force 
suivant  les  trois  axes;  par  ce  moyen,  la  com- 
position d’un  nombre  quelconque  de  forces 
se  réduira  à trouver  celle  d’un  système  de 
forces  rectangulaires. 

402.  Pour  décomposer  une  force  suivant  trois 
axes  perpendiculaires  entr’eux , il  faut  prendre 
sur  la  direction  de  la  force  , et  à partir  du 
point  sur  lequel  cette  forco  agit,  une  partie 
qui  la  représente , puis  abaisser  de  l’extrémité 
de  cette  ligne  deux  perpendiculaires , l’une  sur 
le  premier  axe , l’autre  sur  la  projection  de  la 
droite  qui  est  comprise  dans  le  plan  des  deux 
autres  axes , car  ces  deux  perpendiculaires  dé- 
termineront deux  forces  qu’on  pourra  substituer 
à la  première  ; mais  de  ces  deux  forces , celle 

35 
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qui  n’agit  point  suivant  la  direction  d’un  des  axes,! 
peut  se  décomposer  en  deux  autres,  dirigées  sui- 
vant les  deux  autres  axes;  et  comme  ces  deux-ci 
sont  les  projections  de  la  force  suivant  ces 
mêmes  axes , il  en  résulte  que  les  composantes 
suivant  les  trois  axes  sont  les  projections  de  la 
première  force  suivant  ces  mêmes  axes;  si 
donc  on  désigne  par  P'  cette  force,  par  a',  /3 
les  angles  qu’elle  fuit  respectivement  avec  les 
axes  des  x,  y , z,  les  composantes  de  cette, 
force,  suivant  ces  trois  axes,  seront  P' cos  a', 
P'  cos  , P'  cos  y'  ; ainsi  à une  force  on  peut 
en  substituer  trois  dirigées  suivant  trois  axes 
perpendiculaires  et  respectivement  égales  au 
produit  de  la  première  force  par  les  cosinus 
des  angles  qu’elles  font  avec  chacun  de  ces  axes  ; 
ainsi  à un  sytème  de  forces  on  peut  en  sub- 
tituer  trois  autres  qui  agissent  suivant  les  di- 
rections de  trois  axes  rectangulaires,  et  comme 
les  composantes  qui  agissent  suivant  un  même 
axe  s’ajoutent,  il  en  résulte  que  si  on  désigne 
les  forces  par  P',  P",  P'",  etc,, et  les  angle# 
qu’elles  font  respectivement  avec  les  axes  des 
x,  j,  z,  par  les  lettres  a,  /3,  y,  affectée# 
d’un  nombre  d’accens.  marqué  par  celui  de  la 
lettre  qui  représente  la  force,  on  aura , en  re- 
présentant la  résultante  de  tontes  ces  forces  par 
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R et  par  a,  /S,  y,  les  angles  que  fait  cette  - 
résultante  ayec  les  axes,  les  trois  équations 

R cos  « = P'  COS  *'  + P"  cos  et"  4-  P*  cos  Ct"  4 etc' 

R cos  £ = P'  cos  0 + P"  cos  0'  4-  P*  cos  /S*  4-  etc. 

R cos  y = P'  cos  y'  + P"  cos  y"  4.  P*  cos  y'“  4-  etc. 

c’est-à-dire  , que  la  résultante  d’un  nombre 

quelconque  de  forces  qui  agissent  sur  un  point 
matériel,  estimée  suivant  chacun  des  axes  rec- 
tangulaires , est  égalé  a la  somme  des  produits 
des  forces  par  les  cosinus  des  angles  qu’elles 
font  respectivement  avec  les  trois  axes. 

4o3.  L’une  ou  l’autre  des  trois  équations  pré- 
cédentes traduite  en  géométrie,  fait  voir  que  la 
résultante  s’obtiendra  en  menant  par  l’extré- 
mité de  la  droite  qui  représente  la  première  . 
force,  une  droite  égale  et  parallèle  à la  se- 
conde, par  l’extrémité  de  celle  ci,  une  droite 
égale  et  parallèle  à la  troisième,  et  ainsi  de 
suite;  l’extrémité  de  la  dernière  de  ces  lignes 
déterminera  celle  de  la  résultante.  Si  les  forces 
se  font  équilibre,  les  équations  précédentes  de- 
viennent 

O = P'  COS  a'  -f  P”  cos  et"  4-  P"'  COS  et'" . 4 efc. 

O = P'  cos  0 4.  P"  cos  4-  P"'  cos  0"  4-  etc. 

o = P'  cos  y 4-  P”  COS  y 4-  V"  cos  y"’  4.  etc. 

mais,  alors  le  dernier  côté  du  polygone  des: 

35.. 
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forces  étant  nul , il  en  résulte , à cause  que  IcS 
côtés  de  ce  polygone  sont  égaux  et  parallèles 
aux  forces,  que  la  somme  des  produits  de 
chaque  côté  du  polygone  par  les  cosinus  des 
angles  que  font  ces  côtés  avec  une  droite  tra- 
cée d’une  manière  quelconque  dans  l’espace , 
est  égale  à zéro. 

404.  Comme  un  polygone  quelconque  plan  ou 
gauche  peut  toujours  être  regardé  comme  ré- 
sultant de  la  composition  d’autant  de  forces 
égales  et  parallèles  aux  côtés  du  polygone 
qu’il  y a de  côtés  dans  ce  polygone , lorsque 
ces  forces  se  font  équilibre , il  s’ensuit  que  la 
somme  des  produits  de  chaque  côté  d’un  po- 
lygone quelconque  par  les  cosinus  des  angles 
que  font  respectivement  ces  côtés  avec  une 
droite  tracée  d’une  manière  quelconque  dans 
l’espace,  .est  égale  à zéro. 

405.  De  ce  qui  vient  d’être  dit  § 4oa,  il  résulto 
un  moyen  très-simple  d’obtenir  les  formules 
qui  servent  à passer  d’un  système  de  coor- 
données obliques  dans  l’espace , à un  système 
de  coordonnées  rectangulaires  ; en  effet,  si  on 
conçoit  une  force  qui  agisse  à l’origine  com- 
mune des  deux  systèmes  de  coordonnées,  et 
que  son  intensité  soit  représentée  en  gran- 
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deur  et  en  direction  par  la  droite  menée  de 
cette  origine  au  point  que  l’on  considère,  elle 
pourra  se  décomposer  en  trois  forces  repré- 
sentées en  grandeur  et  en  direction , par  les 
coordonnées  obliques  de  ce  point  comptées 
sur  le  premier  système  d’axes  ; si  on  décom- 
pose ces  trois  forces  suivant  les  trois  axes 
rectangulaires,  on  aura  trois  forces  suivant 
chacun  de  ces  axes,  qui  équivaudront  aux  com- 
posantes de  la  force  primitive  suivant  ces 
mêmes  axes,  et  qui  par  conséquent  seront 
représentées  par  les  coordonnées  rectangu- 

* 

laires  du  point  dont  il  s’agit.  Si  donc  on  re- 
présente les  coordonnées  rectangulaires  de  ce 
point  par  x,  y,  z,  et  les  coordonnées  obliques 
par  x' , j' , z' , et  que  l’on  désigne  respecti- 
vement par  tt , /3 , y ; , /S' , y'  ; /S",  y"  ; les 

angles  que  font  les  anciens  axes  avec  les  nou- 
veaux , on  aura 

x = x'  cos  a.  -f-  y'  cos  & -f-  z'  cos  y • 
y = x'  cos  a!  -j-  y cos  z’  cos  y ; 

z = a/  cos  et"  -f-  y cos  (S"  -f-  z'  Cos  y"\ 

4o 6.  De  ces  formules  on  pourrait  facilement 
déduire  celles  qui  servent  à passer  d’un  système 
de  coordonnées  obliques  à un.  autre  système 
de  coordonnées  obliques  ; mais  comme  il  n’est 
point  de  notre  objet  de  les  présenter,  nous 
ne  nous  y arrêterons  point. 
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407.  Si  les  anciens  axes  et  les  nouveaux  sont 
perpendiculaires  y on  aura , pour  passer  des 
nouveaux  axes  aux  anciens  , la  relation 

x'  = x cas  et  y cos  *!  -\-  z cos  et"  ; 
y’  — x cos  0 + y cos  0'  -j-  z cos  0"  ; 
z'  = x cos  y + y cos  y'  z cos  7 

408.  De  ces  memes  formules  on  peut  déduire 
facilement  l’équation  d’un  plan.  En  effet,  si 
d’un  point  quelconque  d’un  plan,  on  abaisse 
une  perpendiculaire  sur  le  plan  des  xy , et  que 
par  la  projection  de  ce  point  sur  ce  dernier 
plan , on  mène  une  droite  parallèle  à l’axe  des 
x et  terminé  à l’axe  des/,  on  aura  les  coor- 
données du  point  pris  sur  le  plan , si  on  pro- 
jette les  trois  coordonnées  de  ce  point  sur  la 
perpendiculaire  abaissée  de  l’origine  des  coor- 
données sur  ce  plan,  la  somme  de  ces  pro- 
jections sera  égale  à cette  perpendiculaire , 
et  par  conséquent  sera  toujours  la  même  ; or 
la  somme  des  projections  des  coordonnées 
est  égale  à la  somme  des  produits  des  coor- 
données par  les  cosinus  des  angles  qu’elles 
font  respectivement  avec  cette  perpendicu- 
laire , ou,  ce  qui  revient  au  même , par  les  co- 
sinus des  angles  que  font  les  axes  de  même 
dénomination  avec  cette  perpendiculaire  5 et 
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comme  ces  angles  sont  respectivement  égaux 
à ceux  que  fuit  le  plan  dont  il  s’agit  avec  celui 
auquel  la  coordonnée  est  perpendiculaire,  il 
en  résulte  que  si  on  désigne  ces  angles  par 
a,  /3,  y,  et  par  P la  perpendiculaire,  on  aura 
pour  un  point  quelconque  du  plan , 

x cos  et  -f -y  coa  (S  -f-  z cos  y = P. 

Si  le  plan  passe  par  l’origine,  cette  équation 
devient' 

x cos  et  -\-y  cos  S -f-  z cos  y — o. 

4og.  Si  aux  quatre  angles  d’un  quadrilatère 
quelconque  ABCD,  fig.  10,  dont  les  côtés  sont 
ou  ne  sont  pas  situés  dans  un  même  plan , 
on  applique  des  forces  parallèles  A,  B,  C,  D qui 
soient  proportionnelles  entr’ elles,  de  manière 
qu’on  ait  A:B  ::  D:C,on  aura , en  représentant 
la  force  Dpar  mA,  C=wB  ; cela  posé,  si  on 
divise  la  droite  AB  en  E , de  manière  que  les 
parties  de  cette  droite  soient  réciproquement 
proportionnelles  aux  forces  appliquées  en  A 
et  B,  le  point  E sera  le  point  d’application  de 
la  résultante  de  ces  deux  forces  ; de  même  si 
on  divise  la  droite  CD  en  F , de  manière  qu’on 
oit  AE:B£::DF:CF,  le  point  F sera  le  point 
d’application  de  la  résultante  des  deux  forces 
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appliquées  en  C et  D;  donc  la  résultante  de# 
quatre  forces  A,  B,  C,  D aura  son  point  d’ap- 
plication sur  la  droite  EF , quelle  que  soit  d’ail- 
leurs la  direction  des  forces , pourvu  qu’elles 
ne  cessent  point  d’être  parallèles  entr’elles  ; de 
plus  ce  point  d’application  divisera  la  droite  EF 
en  parties  réciproquement  proportionnelles  à 
A -j- B et  C -f- D,  c’est-à-dire  dans  le  rapport 
réciproque  des  forces  A et  D.  Si  on  considère 
le  système  d’une  autre  manière , et  que  l’on 
combine  les  deux  forces  appliquées  en  A et  D , 
elles  donneront  une  résultante  qui  divisera  la 
ligne  AD  en  parties  réciproquement  propor- 
tionnelles à ces  forces  en  H,  et  sera  égale  à 
* la  somme  A-f-D  des  composantes;  de  même 
la  résultante  des  deux  forces  B et  C divisera 
la  ligne  BC  en  parties  réciproquement  pro- 
portionnelles à ces  forces  au  point  G ; donc  la 
résultante  des  quatre  forces  divisera  la  ligne 
GH  qui  joint  les  points  d’application  des  deux 
résultantes  particulières  en  parties  réciproque- 
ment proportionnelles  aux  forces  B -h  C et 
A.  -f-  D,  ou,  ce  qui  revient  au  même , : : A ; B , ou 
bien  encore,  ::BE:AE;  ainsi  le  point  d appli- 
cation de  la  résultante  des  quatre  forces  de- 
vant se  trouver  à-la-fois  sur  la  droite  EF  et 
sur  la  droite  GH , quelle  -que  soit  d’ailleurs  la, 


Digitized  by  Google 


d’analyse.  555 

direction  des  forces  qui  est  celle  de  la  résul- 
tante générale,  il  faut  que  ces  deux  droites  se 
coupent  en  un  même  point,  et  qu’elles  se 
coupent  de  manière  que  les  parties  de  chacune 
d’elles  soient  dans  le  rapport  des  segmens  cor- 
respondans  des  côtés  opposés  du  quadrilatère , 
ce  qui  fournit  le  théorème  XYI  du  cinquième 
livre  de  la  Géométrie  de  M.  Legendre.  On 
peut  même  lui  donner  une  plus  grande  ex- 
tension en  supposant  que  les  forces  parais 
lèles  n’agissent  point  toutes  dans  le  même  sens. 

Il  est  aisé  de  voir  aussi  qu’on  démontrerait  de 

la  même  manière , que  les  droites  qui  joignent 
les  milieux  des  côtés  opposés  d’un  quadrilatère 
quelconque , et  celle  qui  joint  les  milieux  des 
diagonales , se  coupent  en  un  même  point. 

4io.  Si  plusieurs  forces  agissent  sur  un  sys- 
tème de  corps,  suivant  des  directions  parallèles 
dans  le  même  sens,  on  sait  que  le  moment 
de  la  résultante  sera  égal  à la  somme  des  mo- 
rne ns  des  composantes  ; si  donc  on  conçoit 
des  forces  qui  agissent  dans  le  même  sens  et 
suivant  des  directions  parallèles  appliquées  aux 
dilférens  angles  d’un  polyèdre  régulier  ou  d’un 
polygone  régulier ,-  on  aura 

«F  x P = F ( P'  -f  P"  + P*  + etc.  ) * 
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F désignant  une  des  forces , n leur  nombre  f 
P la  distance  du  point  d’application  de  la  ré- 
sultante au  plan  ou  à Taxe  des  momens,  et 
P',  P",  P'",  etc.,  les  distances  respectives  des 
points  d’application  des  composantes  à cet 
axe,  en  divisant  les  deux  membres  par  tzF, 


on  aura  P = 


F + P*-f.p»+  etc. 

n 9 


c’est-à-dire 


que  la  distance  du  point  d’application  de  la 
résultante,  qui  est  évidemment  le  centre  de 
la  sphère  inscrite  ou  du  cercle  inscrit  au  plan 
ou  à l’axe,  est  égale  à la  somme  des  perpen- 
diculaires abaissées  des  angles  de  Ce  polygone 
sur  ce  même  plan  ou  ce  même  axe,  divisée 
par  le  nombre  des  côtés  de  ce  polygone. 


4n.  Si  on  prend  pour  plan  des  momens  une 
des  faces  mêmes  du  polyèdre , lorsque  les  forces 
sont  appliquées  aux  sommets  des  angles  d’un 
polyèdre,  ou  un  des  côtés  du  polygone,  lorsque 
les  forces  sont  appliquées  aux  sommets  des 
angles  du  polygone , on  en  conclura , dans  le 
premier  cas , que  le  rayon  de  la  sphère  inscrite 
est  égal  à la  somme  des  perpendiculaires  abais- 
sées des  sommets  des  différens  angles  du  po- 
lyèdre sur  une  des  faces  divisée  par  le  nombre 
des  angles  du  polyèdre,  et  dans  le  second  cas, 
que  le  rayon  du  cercle  inscrit  est  égal  à la  somme 
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des  perpendiculaires  abaissées  des  sommets 
des  angles  du  polygone,  sur  un  des  côtés,  di- 
visée par  le  nombre  des  côtés  du  polygone. 

4 12.  Le  raisonnement  que  nous  avons  fait  ci- 
dessus,  § 4io,  peut  servir  à démontrer  que 
la  distance  du  centre  de  gravité  d’un  triangle 
à une  droite  ou  à un  plan , est  le  tiers  de  la 
somme  des  perpendiculaires  abaissées  des  som- 
mets du  triangle,  sur  la  droite  ou  sur  le  plan, 
et  que  la  distance  du  centre  de  gravité  d’une 
pyramide  triangulaire,  est  égale  au  quart  de 
la  somme  des  perpendiculaires  abaissées  des 
sommets  de  ses  angles  sur  un  plan  de  position 
quelconque. 

413.  Les  conséquences  déduites  précédem- 
ment nous  fournissent  l’occasion  de  remarquer, 
en  passant , combien  il  est  utile  de  suivre  par  la 
Géométrie  les  résultats  d’analyse  auxquels  on 
arrive , car  les  résultats  qu'on  en  retire , ne 
se  bornent  pas  seulement  à nous  rendre  sen- 
sibles ces  résultats,  et  à étendre  nos  facultés 
intellectuelles  par  le  développement  des  par- 
ticularités qu’on  y remarque , mais  encore  à 
nous  diriger  quelquefois  dans  le  choix  des 
moyens  à employer  pour  arriver^  vers  le  but  de 
nos  recherches  de  la  manière  la  plus  simple.  - 
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Décomposition  des  fractions  rationnelles  eri  ' 
d'autres  fractions  dont  les  numérateurs 
sont  constans,  et  dont  les  dénominateurs 
sont  les  facteurs  simples  du  dénominateur. 

4i4.  Il  peut  arriver  que  les  facteurs  simples 
dans  lesquels  se  décompose  le  dénominateur 
soient  tous  inégaux,  tous  égaux,  ou  en  partie 
égaux  et  en  partie  inégaux. 

4x5.  Si  tous  les  facteurs  sont  inégaux  et  que  le 
numérateur  de  la  fraction  proposée  soit  la  fonc- 
tion dérivée  exacte  du  dénominateur,  cette  frac- 
tion sera  évidemment  la  fonction  dérivée  du  lo- 
garithme du  dénominateur.  Si  donc  ce  dénomi- 
nateur est  le  produit  des  facteurs  x — a,x  — b, 
x — c,  etc. , cette  même  fraction  sera  égale  à 
la  fonction  dérivée  du  logarithme  du  produit 
dc(x  — a)  ( x — b)(x  — c)...,ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  à la  fonction  dérivée  de  la 
somme  des  logarithmes  de  ces  facteurs;  et  par 

conséquent  égale  4-  + ^zr^+etc. 

Ainsi  dans  ce  cas  particulier,  la  décomposition 
de  la  fraction  proposée  en  fractions  de  l’espèce 
demandée  se  présente  d’elle-même,  et  n’offre 


I 
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d’autres  difficultés  que  celles  qui  tiennent  à la 
décomposition  du  dénominateur  en  facteurs  du 
premier  degré,  c’est-à-dire  à la  détermination 
des  racines  des  équations. 

4i6.  S’il  arrivait,  ce  qui  a lieu  le  plus  souvent, 
que  le  numérateur  ne  fût  point  la  fonction  dé- 
rivée exacte  du  dénominateur,  la  décomposi- 
tion de  la  fraction  proposée  en  fractions  de 
l’espèce  demandée  n’en  aurait  pas  moins  lieu  ; 
toute  la  différence  qu’il  y aurait,  c’est  que  les 
numérateurs  des  fractions  partielles , au  lieu 
d’être  tous  égaux  entr’eux  comme  précédem- 
ment , ne  le  seraient  point.  Si  donc  on  repré- 
sente par  — une  fraction  irréductible  dont  le 

'vj. 

numérateur  soit  d’une  dimension  moins  élevée 
que  le  dénominateur,  et  que  l’on  représente 
par  A,  B,  C,  etc.  les  numérateurs  des  iractions 

partielles  qui  ont  pour  dénominateurs  les  fac- 
teurs x — a,  x — b,x ; — c,  etc.  dans  lesquels 
se  décompose  le  dénominateur  de  la  fraction 
proposée,  on  aura  • . : 

<px 

(x — a)  (x  — b ) (x — c)...  ~" 

A , B , C , 

~ - ~r~  ~ — n + -f-  etc. 

x a x—b  x — c .1 
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Si  on  fait  disparaître  les  dénominateurs,  on 
obtiendra  l’équation 

•t 

$>x  = A(x  — i)(  x — c)  ( x — d) ,< 

-J-  B (x  — c)( x — c ) (x  — d ) 

\ 

*f-  C(x — c)  ( x — b)  (x — d) 


Cette  équation  fait  voir  que  le  numérateur 
delà  fraction  proposée  se  compose  de  la  somme 
des  produits  ni  — 1 à m — 1 des  facteurs 
x — a,  x — b,  x — c,  etc.  multipliés  respec- 
tivement par  les  numérateurs  des  fractions  par- 
tielles qui  ont  pour  dénominateurs  le  facteur 
simple  qu’il  faudrait  y introduire  pour  avoir  le 
produit  de  tous  les  dénominateurs. 

4i  7.  Si  dans  l’équation  précédente  on  substitue 
pour  x l’une  quelconque  des  racines  a,  b,  c, 
d,  etc.  tous  les  produits  m — 1 à m — 1 dans 
lesquels  se  trouve  le  facteur  qui  correspond  à 
la  racine  substituée  disparaissent,  et  il  ne  reste 
plus  du  second  membre  que  le  produit  dans 
lequel  ce  facteur  ne  se  trouve  pas  multiplié  par 
le  numérateur  de  la  fraction  qui  correspond  à 
ce  facteur,  et  dans  lequel  on  a substitué  la 
racine  du  dénominateur  de  la  fraction  partielle 
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que  l’on  veut  évaluer.  Ainsi  on  aura  pour  dé- 
terminer les  numérateurs  A,  B,C,  etc.,  des 
fractions  partielles.  Que  l’on  considère  les  équa- 
tions suivantes , 

ça  = A(a  — b)  (a — c)  (a— d)..% 
çb  = B (à  — o)  ( i -**  c ) (6  — rf  ) . . . 
çc  = C (c — a)  (c  — i ) ( c — d). . . 


4i8.  Les  facteurs  par  lesquels  sont  multipliés 
les  numérateurs  des  fractions  partielles  dans  les 
équations  précédentes  sont  évidemment  ce  que  * 
devient  la  somme  des  produits  m — ùm — v 
des  facteurs  x — a,  x — b,  x — c,  etc.,  lors- 
que pour  x on  y substitue  la  racine  du  déno- 
minateur de  la  fraction  partielle  qui  corres- 
pond au  numérateur  que  l’on  veut  évaluer: 
or  la  somme  des  produits  m — 1 à m — i des 
facteurs  x — a,  x — b,  x — c,  etc.  est  évi- 
demment le  coefficient  de  la  première  puis* 
sance  de  i dans  le  produit  de  (j-f.# — a) 

( * + x — b)  (/+  x — c). . ou , ce  qui  re- 
vient au  même,  le  coefficient  de  la  première 
puissance  de  i dans  le  produit  de  ( x — a) 

( x — b)  {x  — e). . ou  du  dénominateur  de 
la  fraction  proposée , lorsque  pour  x on  y 
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substitue  i -f-  x ou  x -f-  i;  et  comme  ce  coef- 
ficient est  la  fonction  dérivée  du  dénominateur, 
il  en  résulte  que  le  numérateur  de  l’une  quel- 
conque des  fractions  partielles  s’obtiendra  en 
divisant  le  numérateur  de  la  fraction  proposée 
par  la  fonction  dérivée  du  dénominateur  de 
cette  même  fraction,  et  substituant  au  lieu  de 
x la  racine  du  dénominateur  de  la  fraction  par- 
tielle dont  on  veut  avoir  le  numérateur. 


4ig.  Considérons  maintenant  le  cas  où  tous 
les  facteurs  du  dénominateur  seraient  égaux. 


Si  on  représente  par 


la  fraction  pro- 


posée dans  laquelle  le  numérateur  4X  est  une 
fonction  entière  et  rationnelle  de  x,  on  aura 


4*'  4 ( a -I-  x — «) 

( x — a )m  ( x — a )"* 


Si  donc  on  développe  le  numérateur  du  second 
membre  de  cette  équation,  par  rapport  aux 
puissances  de  x — a d’après  le  théorème  de 
Taylor,  on  aura,  en  faisant  les  réductions  con- 
venables, l’équation  suivante, 

i 

4x  4g  i 4'a 

( x — a)m  ( x — a )m  ( x — a)m~l 


- 4"a 

O T 


* 1 m rt 


(x — a)m 7*  (x — ü)”‘— J 


etc. 


dans 
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dans  laquelle  on  voit  parfaitement  que  dans  le 
cas  dont  il  s’agit,  la  fraction  proposée  peut  tou- 
jours se  décomposer  en  une  suite  d’autres  frac- 
tions dont  les  numérateurs  sont  constans  et 
dont  les  dénominateurs  sont  les  puissances 
successives  de  x — a.  On  voit  de  plus  que  le 
numérateur  d’une  des  fractions  partielles  est 
égal  à une  fonction  dérivée  du  numérateur  de 
l’ordre  marqué  par  le  complément  de  l’expo- 
sant du  dénominateur  de  la  fraction  que  l’on 
considère , à celui  du  dénominateur  de  la  frac- 
tion proposée,  divisée  par  le  produit  de  la 
suite  naturelle  des  nombres  jusqu’à  celui  qui 
indique  l’ordre  de  la  dérivation , et  dans  laquelle 
on  substitue  a à la  place  de  x. 

420.  Une  reste  plus  qu’à  considérer  le  cas  où  le 
dénominateur  de  la  fraction  proposée  contien-  > 
drait  à la  fois  des  facteurs  égaux  et  des  facteurs 

inégaux.  Soit  — une  fraction  irréductible  dans 

« <px 

laquelle  le  numérateur  est  d’un  degré  moindre 
que  le  dénominateur  ; si  on  suppose  que  le  . 
facteur  jc-û  se  trouve  un  certain  nombre  de 
fois  dans  le  dénominateur,  de  sorte  qu’on  ait 

fx  = (x  — a)mfx.  . / 

56 


H 
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4x  i 

~fx~  (x  — o)"-*  ' ( x — ayx 


pr  le  numérateur  delà  fraction  n’etant  ^ 

point  d’un  degré  inférieur  au  dénominateur,  on 
peut  faire  la  division  jusqu’à  ce  qu’on  soit 
arrivé  à un  reste  d’un  degré  moindre  que  ce 
dénominateur  j soit  Q ce  quotient  et  R le  reste , 


on  aura 

qx 


Si  on  fait 


R 


A 4-  — ' 

-T-  » 


(x  — a)fx  x—a  fx' 

qui  est  toujours  possible,  on  aura  en  faisant 
pour  abréger  Qfx  + S = X 


ce 


(X 


4x  A ■ X 

— a)mfx  (x  — a)M  ^ (x  — a)"1  ‘Jx 


on  aura  de  même 

X _ B _ 4.  

(T-  ay'-ÿx  - (X  - a)"~  ^ (x  - û)"  '/•* 

x,  c + — 

Ci  - a j^JI  ” (x  - «)— “ + (x-«r  Ji*» 
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et  ainsi  de  suite  ; par  conséquent  on  aura 

4-g A B C , nx , 

ç x (x—a)m  (x — a)m~ ' (x — a)m~' 1 ””  fx  ’ 

c’est-à-dire  qu’une  fraction  dont  le  dénomina- 
teur contient  une  puissance  quelconque  d’un 
binôme  peut  se  décomposer  en  une  suite  de 
fractions  dont  les  numérateurs  sont  constans, 
et  dont  les  dénominateurs  sont  les  puissances 
successives  de  ce  binôme,  plus  une  fraction 
dont  le  numérateur  peut  contenir  la  variable 
et  dont  le  dénominateur  se  compose  du  prô- 
duit  des  autres  facteurs. 

L’artifice  de  calcul  que  nous  venons  d’em- 
ployer et  à l’aide  duquel  on  assigne  la  nature 
des  fractions  partielles  qui  correspondent  aux 
facteurs  simples  des  dénominateurs,  a été  em- 
ployé dans  une  circonstance  tout-à-fait  sem- 
blable , par  les  PP.  Lesueur  et  Jacquier.  Voyez 
leur  Calcul  Intégral. 

421.  Si  on  réduit  les  premières  fractions  au 
même  dénominateur  et  que  l’on  représente  leur 

somme  par  on  aura 

Jx  Fx  . rix 

( x — a)*fx  ( x — a)m  fx 

faisant  disparaître  les  dénominateurs,  substi- 

36.. 
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tuant  au  lieu  de  * et  développant,  par 

rapport  aux  puissances  de  y,  on  aura 

4«+y^+^^  + A^a+etc-:= 

{F<z  +y*  'a+’Çï'a  + etc.  }{/a  +y  f « + Ç/a'+etC.^ 

4.  {na+jn'a+^n'a+etc.  } J'"- 

Si  on  effectue  les  opérations  indiquées  et  que 
Fon  compare  les  coefficiens  des  termes  affectés  v 
des  mêmes  puissances  de  .y  jusqu’à  celle  dont 
l’exposant  est  n— 1,  on  aura  les  équations 
suivantes 

4<ï  = F a fa 

4'a=  Fa  fa  + F'a  fa 

4"a=  Fa  fa  -f  2F  'a  fa  + F"a  fa. 


et  en  général 

^■)a~Paf^a  +nF'af  >a  + F ''af™>a+etc. 

; « i • • ■ - 

formule  dont  la  loi  est  facile  à' saisir  et  qui 
servira  à déterminer  les  fonctions  dérivées  de 
Fa,  ou  les  numérateurs  des  fractions  partielles 
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" • , . Fa:  ' 

dans  lesquelles  se  décompose  la  fraction 

lorsqu’on  aura  déterminé  F a,  F 'ci>  F "a,  etc., 
ainsi  que  les  fonctions  dérivées  de  fa  des  ordres 
Inférieurs  à celles  qu’on  veut  obtenir. 

422:  Pour  déterminer  fa,  fa,  fa,  etc;  re- 
prenons l’équation 

( x — a )mfx  = <px. 


Si  on  y substitue  a -\-y  au  lieu  de  x,  on  aura 
ym  { fa  +y  fa + \ fa  + ' etc.  | =5 
<?a  + ytfa  + *2-  fa  + <p'"a  -f  etc. 

comparant  les  coefficiens  des  puissances  sem- 
blables de  y , on  trouvera  que  les  fonctions 
dérivées  de  <px  des  ordres  inférieurs  à m , 
sont  toutes  nulles  lorsque  pour  .x  on  y subs- 
titue a,  puisque  le  second  membre  ne  peut 
contenir  de  puissances  de  y inférieures  à celles 
<jui  se  trouvent  dans  le  premier,  on  trouvera 
de  plus  que 

, pO)a 


fa  = 


ï...m 


fa  = 

Ç,(m4-l)a 


fa 

a 


m -f-  2 


V 
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et  en  général 

/Wa  pC 

i p~  i.  ...m  -f- p ’ 

Substituant  dans  l’expression  générale  de  ^"a 
trouvée  ci-dessus  pour  /h,  f'a,  f'a,  etc.  les 
valeurs  qu’on  vient  de  trouver,  et  divisant  les 
deux  membres  par  1 p , on  aura 

•100a  ^c-n+r— ofl 

— =ïû ; + ( a — - 

i p i...rp-\-p — i 

F "a  <pC  ">+p-Oa 

— ■ — 1 (-  etc. 

î.a  î ...m-\-p  — % * 

dans  le  cas  particulier  de  p = o et  de  m — r 

on  trouve  que  Fa  = ce  qui  est  la  formule 

trouvée  plus  haut  pour  déterminer  le  numéra- 
teur de  la  fraction  partielle  qui  correspond  au 
facteur  x — a,  lorsqu’il  ne  se  trouve  qu’une 
seule  fois  au  dénominateur  de  la  fraction  pro- 
posée. # 

) 4ss3.  On  peut  encore  présenter  cette  théorie 
de  la  manière  suivante.  Soit  comme  ci-dessus 

^ une  fraction  rationnelle  en  x et  dans  laquelle 

le  numérateur  est  d’un  degré  moindre  que  le 
dénominateur;  si  on  suppose  que  ce  dénomi- 
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Dateur  soit  du  degré  p et  qu’il  c («tienne  le 
facteur  x — a un  nombre  n de  fois , et  que  de 
plus  on  substitue  a-\-y  au  lieu  de  x tant  au 
numérateur  qu’au  dénominateur , elle  se  chan- 
gera en  une  autre , dans  laquelle  le  dénomina- 
teur ne  pourra  contenir  de  puissances  de  y in- 
férieures à 7Z,  de  sorte  qu’elle  sera  égale  à 


4 a+y^'a  + -L  4 4<'a‘4 • etc.  + 1 ^ 

J 0 2.3  a...  .p — i 


yntp  na  1 y ^ _yP^O— O 
■ *T"  *"  11  11  « *+■  ^ i “T*  1 

- “ a. . • a.  a 2 — p 


2. . .n 


Si  on  multiplie  le  numérateur  et  le  dénomina- 
teur de  cette  fraction  par  z , et  qu’ensuite  on 
fasse  zy  = 1 , elle  se  changera  dans  la  suivante , 


Va  ' 4 o-'a> 

a?4a  4*  ’4 a + a -f-  etc.  -+-  * 

2 a.,.p— 1 


4>(">a  ®0w-0 

2?~n  ■ — — }- 

a . . . .n  a. . ./x+  1 


- • ♦ ■ “T*  " 

a...p 


Le  numérateur  de  cette  fraction  étant  d’un  de- 
gré plus  élevé  que  le  dénominateur,  on  peut 
effectuer  la  division  et  la  pousser  jusqu’à  ce 
qu’on  soit  parvenu  dans  le  quotient  à un  terme 
qui  soit  de  même  degré  que  la  plus  faible  puis- 
» sance  de  z dans  le  numérateur.  Si  on  repré- 
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sente  ce  quotient  par 

Az,"  -f-  B»*_1  + Czn  a + + Pz  ; 

et  qu’on  désigne  le  reste  par  R , on  aura  une 
équation  qui,  étant  débarrassée  des  dénomina- 
teurs , donnera  par  la  comparaison  des  termes 
affectés  des  mêmes  puissances  de  z , les  équa- 
tions suivantes. 


A , B <?(n>a 

i...n+i  


yt  »+?)a  , (pC»+>ja  . r fWa 

i...n+a  + i 1. it 


lesquelles  rentrent,  comme  il  est  facile  de  le 
voir , dans  celles  que  nous  avons  données  plus 
haut,  et  desquelles  il  sera  facile  de  tirer  suc- 
cessivement les  valeurs  de  A , B , C,  etc.  ; les 
valeurs  de  ces  quantités  étantainsi  déterminées, 
si  on  substitue,  tant  dans  le  quotient  que  dans 

le  reste  ^ nu  lieu  de  z et  x — * a au  lieu  de  y , 

on  aura, 

4-r A B C P.r 

<fx  (x  — a)"-!- (x — a)““*  ' (x — a)n~*  ' etC'  ' fv 


r 


- D iQil  i zêcTl5y' 

- — So» 
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fît  étant  ce  que  devient  <px  lorsqu’on  a sup- 
primé dans  ce  dénominateur  tous  les  facteurs 
égaux  à x — a et  ITx  étant  un  polynôme  d’un 
degré  inférieur  à fît , mais  qu’il  n’est  point  né- 
cessaire de  déterminer  pour  obtenir  les  numé- 
rateurs des  fractions  qui  correspondent  aux 
autres  fractions. 

4a4.  Avant  d’aller  plus  loin,  il  convient  défaire 
voir  que  quelle  que  soit  la  manière  de  procéder 
à la  détermination  des  numérateurs  des  frac- 
tions partielles,  le  résultat  est  toujours  le 
mêmej  en  effet,  si  on  désigne  par  A,  B,  C, 
D, . . , les  numérateurs  des  fractions  partielles 
qui  correspondent  aux  facteurs  égaux  à x — a 
que  la  fraction  proposée  renferme  , et  que 
A',  B',  C',  D' . . . . . soient  ceux  des  fractions 
du  second  système,  on  aura 


A 

(x  — a y 
A* 

(x  — a)" 


f_JL_ 

r (x— fl) 

£- 
^(x  — a) 


I C , , nx  _ 

~r  (x— a)n- 1 ÿx 

__  - . C<  ' + .£? 

>-*  + (x—  a)—*  T*”*^  fx’ 


or  si  on  multiplie  les  deux  membres  de  cette 
équation  par  ( x — a )",  on  aura 

n jc 

A + B(x  — a)  + C ( x — a (x!-o)"=s 

©J? 

A'+B'(x—a)  + C'  (x- a )*+....+  a)\ 
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Si  dans  cette  équation  on  fait  x = a , on  aura 
A = A'  ; supprimant  dans  cette  équation  A et 
A',  on  aura,  en  divisant  les  deux  membres  par 
x — a et  faisant  x = a , on  aura  B = B'  ; en 
continuant  à raisonner  de  la  même  manière  on 
çn  déduira  C = C' , et  ainsi  de  suite  ; d’où  il 
résulte  que  les  fractions  partielles  qui  corres- 
pondent aux  facteurs  x — b,x  — c,  x — d, 

déduites-  de  la  fraction  sont  les  mêmes  que 

celles  qu’on  obtiendrait  si  on  opérait  immé- 

- , I»*'  ■ > 

diatement  sur  la  fraction  primitive 

4a5.  La  décomposition  des  fractions  ration- 
nelles en  fractions  d’une  espèce  plus  simple  est 
d’un  usage  très-étendu  dans  l’anal yse  et  surtout 
dans  la  théorie  des  suites  : nous  allons  montrer 
celui  qu’on  peut  en  faire  pour  trouver  le  déve-  - 

loppement  en  série  de  la  fraction  — ; — - or- 

i -f-  e cos  v 

donnée  par  rapport  aux  cosinus  des  multiples 
de  l’angle  v. 


4 26.  Si  on  multiplie  le  numérateur  et  le  déno- 
minateur de  cette  fraction  par  a,  et  qu’on  subs- 
titue y -+•  au  lieu  de  2 cos  v,  on  aura 
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où 

a 

- 1 _ -.y . 

1 4~e  cos  v 

Le  dernier  terme  du  dénominateur  de  la  frac- 
tion qui  compose  le  second  membre  de  cette 
dernière  égalité  étant  égal  à l’unité,  il  s’ensuit 
que  les  racines  de  ce  dénominateur  sont  réci- 
proques l’une  de  l’autre; -par  conséquent  si  l’un 
des  facteurs  dans  lesquels  se  décompose  ce  dé- 
nominateur est  A,  l’autre  sera  y Si 

donc  on  suppose  que  la  fraction  soit  décom- 
posée en  deux  autres  dont  les  dénominateurs 
soient  respectivement  y -f-  A et  y -f-  ^,on  aura,  ^ 

en  désignant  par  A et  B leurs  numérateurs  , 
l’équation 

a . . 

e y A B 

y + ;y+l  , J y+i 

» 

faisant  disparaître  les  dénominateurs  , et  subs- 
tituant successivement  — A et  — - au  lieu  de 

A 

y dans  l’équation  qui  en  résulte , et  qui  est 

\y  — A(y+^)+B(.y+*)» 

•* 

on  en  déduira 
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Or 


2 A _ 

A = . et  B =r 

e 1 

. A 

î 


I 

A 


A 

X 


1 — |/i — e*  ..  1 1 -4-  \/i — «* 

A ■ '■■■  1 et  **  ~ ■ ■ 

e A e. 


par  conséquent, 
A = 


1 . a et  B = 


— t 


l/17-e' 

..  ■ 4.  ’ , 1 „ ' 

ainsi  la  fraction  proposée  est  égale  à 

» f *- M 

y/\  —e*'\y  + * * y + 

ou , ce  qui  revient  au  même,  à 

Ay- 


V 


J f__2 J l 

\~ZZ7*  l i + ^y  1 + Ay-J 


or 


et 


=t  — *y+ >-y  - xy  + etc. 


— Ay-  - A»y-*  + A-y-3  — etc.  ; 


donc 


*y~"  _ 


. 1 -b  y 1 -r~hy 

»-»  .(j’+^)+»,(r+ÿ)— 


V. 
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mais  puisque  y 4-  - = 2 cos  v , ym  4-  ~ = 2 
cos  /wj  si  donc  on  substitue  pour  y + i 
j»  4-  -,  etc. , leurs  valeurs  2 cos  v,  2 cos, 2*>, etc., 
on  aura 

• 1 *. 

• — “ — ; 1 { 1 2ÀC09^“{“2â#C082A. — etc.  1 

1 + e cos  v y 1 — e“  * 

427.II  est  facile  de  voir  que  dans  cette  formule 
les  coefficiens  des  cosinus  des  multiples  im- 
pairs de  l’angle  v ne  renferment  que  des  puis- 
sances impaires  de  e et  que  les  coefficiens  des 
cosinus  des  multiples  pairs  du  même  angle  ne 
renferment  que  des  puissances  paires  de  la 
même  quantité;  car  le  premier  membre  restant 
le  même  lorsqu’on  change  e en — e et  v en  200° 
— v,  puisqu’on  a toujours  , quelles  que  soient 
les  grandeurs  de  e et  de  v , 

• : “ '}  ' - 

1 1 # 

1 -J“  e COS  v 1 — e Cos  C 200°  — - v ) ’ 

H s’ensuit  que  le  second  membre  doit  encore 
rester  le  même  lorsqu’on  y substituera  à la 
fois  200  — v au  lieu  de  v et  — e au  lieu  de  e. 
Or  le  résultat  de  la  substitution  de  200  — v au 
lieu  de  v ne  changeantrienaux  signes  des  nuil- 
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tiples  pairs  de  l’angle,  il  faut  que  le  résultat  de 
la  substitution  de  — e au  lieu  de  e,  n’opère 
aucun  changement  dans  leurs  coefficiens , et 
que  par  suite  ils  ne  renferment  que  des  puis- 
sances paires  de  e;  au  contraire  la  substitution 
de  200  — v au  lieu  de  v faisant  changer  de 
signe  les  cosinus  des  multiples  impairs  de 
l’angle , il  faut  que  leurs  coefficiens  changent 
de  signe  lorsque  pour  e on  y substitue  — e , 
ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  à moins  qu’ils  ne 
renferment  que  des  puissances  impaires  de  cette 
même  quantité  ; c’est  ce  qui  résulte  d’ailleurs 
de  l’expression  que  nous  avons  trouvée  pour  A, 
car  le  changement  de  e en  — e dans  la  frac- 

..  e 

llon  ï'+  faisant  changer  le  signe  de  A , 

fait  aussi  changer  celui  de  toutes  les  puissances 
impaires  de  cette  même  quantité , tandis  qu’au 
contraire  les  puissances  paires  ne  changent 
point  de  signe , et  que  de  plus  la  fraction 
1 

~ reste  la  même  lorsque  pour  e on  met 

— e ; ainsi  le  résultat  du  calcul  prouve  ce 
qu’on  pouvait  conclure  d’avance. 

4a8.  La  série  que  nous  avons  considérée  ci* 
dessus,  se  présente  dans  un  grand  nombre  d’ap- 
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plications  et  particulièrement  dans  la  Théorie 
du  mouvement  elliptique.  Voyez  le  premier  vo- 
lume de  la  Mécanique  céleste  et  le  Traité  d’As- 
tronomie  de  M.  Delambre. 


- 42q.  Si  on  avait  à intégrer  — ; — , on  le 

a ° i + e cos  v 7 

pourrait  facilement  au  moyen  des  séries , puis- 
qu’il suffirait  de  multiplier  tous  les  termes  du  dé- 
veloppement de  la  fraction  - J cos-y  par  dp 

et  d’intégrer  chaque  terme  en  particulier;  mais 
on  peut  obtenir  cette  intégrale*rigoureusement 
et  en  termes  finis  , ainsi  que  celle  de  toute  ex- 
pression rationnelle  algébrique  entière  ou  frac- 
tionnaire de  fin  v et  de  cos  v qu’on  peut  re- 
présenter par  dp  4 ( sin  eos  v )>  c’est  à 
quoi  on  arrivera  facilement  si  on  considère 
que  les  trois  quantités  dp,  sin  v , cos  ? peuvent 
s’exprimer  en  fonction  rationnelle  d’une  nou- 
velle variable , car  on  a 


sin  y = 


cos  v = 


2 sin  J v cos  j v 

a tang  | v 

cos2  j y + sin2  v 

~ i + tang2  ! v 

cos2  i v — sin2iy 

i — tang2  ; v 

cos2  J v -f-sin2jV 

‘ i + tang2  4 y 

d.  ‘ v 

2 ï 

a a.  I v cos2  j v 

cos2  4 v i + tang2  J-  v 


t 
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mais 

ainsi 


d.  i v 
cos*  i v 


— d . tang  { v , 


dv  = 


0 d . tang  ~ v 
1 -f-  tang*  i-  v ’ 


si  donc  on  désigne  tang  j v par  x,  on  aura 


ein  v = 


ax 

ï -h  x» 


COS  V 


1 — xa 
1 -j-x* 


et  dv  — 


dx  . ■ 

1 + x»* 


par  conséquent  si  on  remplace  dans  la  différen- 
tielle, dv  4 (s*11  v 1 cos  v ) Pour  dv,  sin  v, 
et  cos  v leurs  valeurs  en  x , l’intégrale  cher- 
chée sera  ramenée  à trouver  celle  d’une  fonc- 
tion différentielle  algébrique , laquelle  se  trou- 
vera par  les  méthodes  connues. 


43o.  On  pourrait  par  les  transformations  pré- 
cédentes intégrer  une  expression  de  la  forme 
dv  sinm  v cos"  v,  mais  le  procédé  de  l’inté- 
gration par  parties  qu’on  emploie  communé- 
ment, conduit  plus  rapidement  au  but  lors- 
que m et  n ont  des  valeurs  entières  propres 
à faire  dépendre  l’intégrale  proposée  de  . . . 

dv-  1 dv  , dv  -,  ■< 

,de- — ou  de  ; or  ces  dermeres 

kin  v cos  v 7 sm  v cos  v 7 

s’obtiennent  facilement , car  -t — — — étant 

7 sm  v cos  v 

égal 
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«égal  à 


dv 

cos*  v 
tang  v 
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tang  v 


, on  aura 


/dv  P d . tang  v . 

-■ — / — = Iog.  tang  v + const., 

sm  v cos  v J tang  v 001  ' 

quant  aux  deux  autres  intégrales,  elles  se  ra- 
mènent facilement  à cette  dernière,  car  on  a 


dv 


dv 


d.  iv 


d . tang  ; v 

sin  v usinai/  cos  i v sin  j v cos  j v tang  j v * 

par  conséquent 

dv 


= log-  taRg  • v + 


const. 


Il  en  est  de  même  pour  l’intégrale  de 


dv 

cos  v1 


car  on  a à cause  de 

dv 


dv 


cos  v sin  (ioo°  — v) 


y^==— log.tang(5oo— iv)=log.tang(5o°+i,)+conSt. 

4 5 1.  Si  on  veut  a voir  îelogarithme  de  î-f-ecos*', 
on  multipliera  et  on  divisera  cette  quantité  par 
2 , puis  on  substituera  y -aulieude  2Cos*>, 
>et  on  aura 

eJ*  + -ey+' 

< 1 + e cos  v — , 

a y » 


or 


>*+;J«  + > = {j'  + »}.{j’  + i}i 

57 
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par  conséquent 

1 -f-  e cos  v = — r • { 1 ■+-  1 } { '+&}• 

QA  v 


prenant  les  logarithmes  de  part  et  d’autre , on 


aura 


/ (i-J-ecos  v)=l  • “~"i"  /C»+V)+ZCI+*Jf  *)» 


or 

i ( » + V)  =*y  - ^ ^ ~ etC‘ 


et 

1 ( j 


1 + ajt*) = *r* — +-i — r+ 


Si  donc  on  ajoute  ces  deux  équations  et  qu  on 
observe  que  de  l’équation  y -j--  = 2 cos  y,  il 

résulte / +-a  = 2 cos  -h p=2C0S 3* 

et  ainsi  de  suite , on  aura 

l (»  )+*■(»  +.*y‘)  = 

a COS  V - £ COS  2V  + J COS  3v-  ~ COS  4v  + etc.} 


partant 


A COS  V — 


/(1  4-ecosv)=  / . ~ + 

~ . cos  av  • C0S^M — -cos^+e10-  } 
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43a.  La  méthode  des  coefficiens  indéterminés 
conduit  à cette  formule  d’une  manière  fort 
simple , pour  le  faire  voir  représentons  par 
A+B  cos  ? + Ccos2?  + D cos  5?  + etc.,  le 
développement  en  série  du  logarithme  de  1 -j-e 
cos  v,  si  on  différentie  par  rapport  àjfq  on  aura 
en  divisant  par  — dv  l’équation  suivante 

— c S‘n  v — = B sin  v 4-  a C sin  a v -f-  3D  sin  3v+etc. 
1 -J-  e cos  v 

; I 

Or  par  ce  qui  a été  démontré  ci-dessus  , on  a 
en  faisant  — ■ = K 

\/i  — e1 

: - =K.f  l-  2\C0Sv4-2A*C0$2l/-2A3C0s3l/4-etC.l 

1 e cos  v 1 3 

Multipliant  les  deux  membres  de  cette  dernière 
équation  par  e sin?,  et  substituant  dans  le  se- 
cond membre  pour  le  double  des  produits  des 
sinus  de  l’arc  simple  par  les  cosinus  des  arcs 
multiples , les  sinus-de  la  somme  et  de  la  dif- 
férence des  arcs , on  aura 

esinv  y f î.sinv — A . sinsf-f-X1. sin3i/ — etc. } 

7+7  cosi/  ’ \ — A*,  sinv'-f-x3 . sinat> — A+.sin3w+etc.  J 

égalant  la  première  expression  de 

avec  cette  dernière , et  comparant  les  coeffi- 

37 . v 
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ciens  des  termes  affectés  des  sinus  des  mêmes 
multiples  de  l’arc  v , on  aura  les  équation* 
suivantes. 


B = Ke.{  1 

2 %=  Ke’{  * 

3 D = Ke.{  A» 

4 E = Ke.{  A3 


_a3}  = 
- A5  } = 


— Ba 
4-  Ba* 

— Bas 


or 

i 

ainsi 

V. 


Ke  • { i “ A*  } = 1 + ^ 

ae 


substituant  pour  B , C,  D,E, etc.  leurs  va- 
leurs , on  aura 

1 ( i -f"  e cos  v ) = 

2 A*  , 2A3  „ . ' 

A 4-  2 a cos  v cos  2 v 4 — s-  cos  ôv  — etc. 

• a o 

Si  dans  cette  série  on  fait  v — o , tous  les  co- 
sinus deviennent  égaux  à l’unité , et  on  a 
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/ ( 1 -f-  e ) = A + a | * — yy  + j — etc-  } ’> 

dqilC 

/(  1 4-e)  = A-f  a /{  i + a}  , 


d’où  l’on  tire 


A=  ZCi+O-.Z  • { i +*}*=/ 

partant 

i ( i + e cos  v ) = / . — 4- 
a\ 

2Àa  2À'^ 

SA  COS  V COS  2V-\~  -=—  cos3v  — etc. 

a 3 

formule  qui  est  la  même  que  celle  que  nous 
avons  déjà  trouvée  plus  haut  par  une  autre 
méthode. 

453.  Si  de  l’équation  ^ — A + ~ on  tire  la  valeur 

de  e , on  la  trouve  égale  à y-^  - , si  on  la 

substitue  dans  le  premier  terme  du  dévelop- 
pement du  logarithme  de  î -f-  e cos  v , il  se 
changera  en  — / ( i -f-  A*  ).  Si  donc  à ce  der- 
nier logarithme  , on  substituait  la  série  qui  en 
tient  lieu , celle  qui  exprime  le  logarithme  de 
j H-  e cos  v ne  contiendrait  plus  que  des  ternies 
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affectés  de  puissances  entières  et  positives  de 

A , si  donc  on  substitue  au  lieu  de  e dans 

' 1 ■p'A 

/^-j-ecosv)  et  qu’on  développe  par  rapport  ifux 
puissances  de  A , on  doit  retomber  sur  la  même 
formule,  c’est  effectivement  ce  qui  a lieu,  car 
si  de  l’égalité 


i -p  e cos  v = i + 
ou  de  la  suivante 


3X 


COS  V 


I -P  3X  COS  V -P  A* 

, _p  e cos  v = ; 


on  prend  les  logarithmes , on  aura 

P(1  4-ecosv)  = — /(i-PA»)  + /(i+2ACOSV  + A’). 


Or  le  logarithme  de  î + x ne  pouvant  con- 
tenir que  des  termes  affectés  des  puissances 
entières  de  x , celui  de  î -+■  a A cos  v + A*  ne 
pourra  contenir  que  des  termes  affectés  de 
puissances  entières  et  positives  de  A , ainsi  on 
aura 


l(i  + 2*  cosv-P  x“)  = Aa  + Bx*+ Cx3+etc. 

Si  on  différentie  les  deux  membres  de  cette 
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équation,  par  rapport  à A , on  aura , après  avoir 
divisé  de  part  et  d’autre  par  d\ , l’équation 


2 C08  V + SA 
1 + 2 A COS  V 4"  A* 


= A -f-  2Ba  -f-  3Ca*  -f-  etc.  ; 


multipliant  les  deux  membres  de  cette  équa- 
tion par  le  dénominateur  du  premier  , et  éga- 
lant à ?éro  les  coefficiens  des  differentes  puis- 
sances de  A après  avoir  transporté  tous  les 
termes  dans  un  seul  membre,  on  aura  des  équa- 
' lions  qui  serviront  à déterminer  les  valeurs 
des  coefficiens  A , B , C , etc.  ; mais  on  y par- 
viendra également  sans  avoir  recours  à ce 
moyen , car  si  on  effectue  la  division , et  qu’à 
chaque  opération  on  fasse  sur  le  reste  les  ré- 
ductions qui  se  présentent , en  substituant  au 
produit  du  double  du  cosinus  d’un  arc  mul- 
tiple par  celui  de  l’arc  simple , les  cosinus  de 
la  somme  et  de  la  différence  des  arcs,  on 
trouvera  que  le  double  de  la  fraction 

COS  V -f-  A 

1 -f-  2A  COS  V + **  * 

est  égal  à 

a COS  V — 2A  COS  21/  + 2A4  Cos  3l/ — . . 2A"-1  cos  nv 

* 

» . cos  (n  -f-  î V 4- A cos  nu 

"**  2A  ' 1 -f  2 A COS  V -f-  A*  * 
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c’est  ce  dont  on  se  convaincra  facilement  en 
faisant  voir  que  si  l’un  des  termes  du  quotient 
est 

± 2A“— 1 cos  nv , 

et  le  reste 

qr  2X"  { cos  ( n + 1 ) v-px  cos  nv  } ; J 

le  terme  suivant  du  quotient  sera 

q;  2*b‘+'1  cos  ( n -f- 1 ) v , 

et  le  reste 

± a Kn+l  { cos  (n  + a)v  + x cos  ( n + i ) v } : 
en  effet  si  on  divise 

qz  2A"{  cos  (u-f-i)i'-t-A  cos  nv  }■ 

par 

I -f-  2A  COS  V + A\ 

on  a au  quotient 


± 2A*  cos  ( n -f-  J ) v , 

et  pour  reste 

± 2An+1  {a  cos  (n- f- 1)  v cos  v— rcos  nv+*cof(n-l~1)t'}» 
ce  qui  se  réduit  à cause  de 
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a cos  ( n -{-  1 ) v cos  v — cos  nv  — cos  ( n -f-  2 ) v , 

à • 

d;  2An+I  [ cos  (n  + 2)  v + A cos  ( n -}-  î ) y ] ; 

et  comme  le  premier  terme  du  quotient  et  le 
premier  reste  sont  de  cette  forme,  il  s’ensuit 
que  tous  les  autres  sont  aussi  de  la  même 
forme , et  que  la  loi  observée  pour  les  termes 
du  quotient  a toujours  lieu;  si  donc  on  com- 
pare les  coefliciens  des  différentes  puissances 
de  A dans  cette  série , avec  celle  des  mêmes 
puissances  de  A dans  la  première , on  aura 

A = 2cosv;  B =2  cos  su  ; 3C  = 2 cos  3v  etc.  ; 

tirant  de  ces  équations  les  valeurs  de  A , B , 
C,  etc.,  et  les  portant  dans  l’expression  du 
logarithme  de  î -f-  2A  cos  et  de  là  dans 

celle  du  logarithme  de  1 -f-  e cos  v,  on  aura 

l (1  -f-  e cos  v)  = — Z ( 1 + ) -£• 

3\*  , 2 Kl 2 3 

2 A COS  V COS  2.V  H — =-  cos  3 v — etc. 

2 3 

* \ I 

Cette  méthode  et  la  précédente  sont  fort  sim- 
ples , et  dispensent  d’avoir  recours  au  Calcul 
intégral  pour  déterminer  les  premiers  coeffi-; 
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ciens  comme  l’a  fait  Euler  dans  son  Calcul  in- 
tégral. 

454.  La  quantité  que  nous  ayons  désignée  par 
A peut  se  mettre  sous  différentes  formes , car 
si  pour  e dans  l’équation 

e 

A = 7===- 

1 + )/i  — e% 

on  substitue  <p , on  aura 

„ . 9 

. fl  sin  - 

sin  <p  a 

1 -4-  cosffl  <p 

fl  cos  - 

a 

Or  si  à l’équation 

® , * © 

cos*  - 4-  sin  - = I , 
a 1 a 

on  ajoute  la  suivante  , 

• ® ® * • 

2 sm  - cos  - = sin  a , 

2 a 

on  aura  une  équation  qui  donnera  en  tirant 
la  racine  carrée  de  chaque  membre 

cos  - -+•  sin  - = f i 4-  sin  <p  1*  , 

2 a u 3 

i 

Si  au  lieu  d’ajouter  la  seconde  équation  à la 
première  on  la  retranchait  de  celle-ci , et  qu’en- 
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suite  on  tire  la  racine  carrée  des  deux  membres 
de  l’équation  qui  en  résulte , on  aura 


® ® , -.1 

cos sm  - = { 1 — sin  o J-1*  , 

a a 1 J 

ajoutant  et  retranchant  successivement  cette 
dernière  équation  de  la  précédente,  on  aura 


2 COS 


- = * -f-  sin  ? -f-  \/  î — 


sin  ^ 


(*) 


a sin  ^ = y/  i -f-  sin  q — i ~ sin  ç ; 


» si  on  divise  la  seconde  équation  par  la  première, 

• <P 
2 sin  - 

on  aura  en  observant  que  A — et  que 

2 COS  - 
2 

sin  <p  — e 

A V i -t-  e — y/ 1 — e 

V'i+e-H  t/i  — e’ 

ce  qu’il  est  facile  deftvérifier. 

(*)  Ces  formules  sont  celles  qui  se  trouvent  dans  la 
Trigonométrie  de  M.  Legendre , à cela  près  qu’ici  le 
rayon  a été  pris  pour  unité  , au  lieu  que  dans  l’ouvrage 
cité,  il  est  représenté  par  R ; mais  si  on  opère  dans  celles 
que  nous  venons  de  donner,  les  changemens  propres  à 
rétablir  l’homogénéité,  elles  coïncideront  entièrement 
avec  celles  dont  on  vient  de  parler. 


; 
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455.  On  aurait  pu  trouver  le  développement 
dont  on  a parlé  dans  le  § 426 , en  multi- 
pliant par  { 1 -f-  A1}  le  produit  des  séries  qui 
résultent  du  développement  des  fractions 

~'  v - et  — - — - , et  en  substituant  pour  les 
y 1 4 x.  - 

y 

sommes  des  puissances  réciproques  et  sem- 
blables de  y , leurs  expressions  en  fonc- 
tions des  cosinus  des  arcs  multiples  de  l’angle 
V , ou  en  ayant  recours  à la  méthode  des  coef- 
ficiens  indéterminés. 


436.  Si  dans  la  fraction 


. : — - on 

x 4-  cos  y + x* 

substitue  y 4-j;  au  lieu  de  2 cos  v,  elle  pourra 
être  regardée  comme  résultant  du  produit 
de  — l — par  — 1 — - ; or  la  première  de  ces 


x 4-Ay 

deux  fractions  développée  en  série , est  égale  à 


1 +A.- 

y 


1 4* *y  4-  + *3y34-  . .-f-  >ny* -{-•■• 

Si  on  développe  la  seconde , on  trouvera  qu’elle 
est  égale  à 


<+>4+>-4+  *.£+...+*.£  + 
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si  on  multiplie  ces  deux  résultats , on  trou- 
vera que  le  coefficient  de  A"  est  égal  à 


y +y-*  +y-+.  • •+ p=r  + y-»* » 


. • • * , y""*"1  — y—n_ i 

ou , ce  qui  revient  au  meme  , a . 

y —y 

Mais  des  équations  y = 2 cos  v et  ym 
4-  4r=  2 cos  m v:,  on  en  tire 

• ym  7 ■ , 

(>'  — “)  = — 4 et  (ym  — ym^  =-^4*iaW; 

divisant  la  dernière  équation  par  celle  qui  la 
précède,  on  en  déduira 


m . m 


.r—  y 
y y~ 


sin  rtw 
sin  v 


ainsi 


y4-1 — y n 1 sin  (ra  -f-  1 ) v 

y — y-1  sin  v 


par  conséquent  le  terme  général  de  la  série 
qui  résulte  du  développement  de  la  fraction 
proposée  est  égal  à 


A*  sin  ( n + 1 ) v ‘ 
sin  v * 
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Si  on  substitue  successivement  pour  n les 
nombres  1 , 2 , 3 , etc. , on  aura  les  termes 
successifs  de  la  série , et  on  trouvera  que 


1 

1 C0S  v + A’ 


1 + A 


«in  a v 
«in  v 


+ A». 


sin  Zv 
sin  v 


+ A3. 


sin  4u 
sin  v 


-f-  etc. 


437.  Si  on  désigne  par  c,  un  des  côtés  d’un 
triangle  , par  a et  b les  deux  autres  côtés  et 
par  C l’augle  opposé  au  premier  côté,  on  sait 
qu’on  a entre  les  trois  côtés  et  l’angle  C la 
relation 

c*  = a*  4-  2a&  cos  C -f-  > 

de  cette  équation  on  tire 


or  si  dans  la  formule  de  l’article  précédent , on 
substitue  - au  lieu  de  A,  on  aura 

a 1 


sin  aC  , i1  sin  3C 

■ • n + — • ■ r + etc 

sin  L ar  sin  C. 


formule  élégante  et  à laquelle  on  peut  arriver 
par  la  méthode  des  coéditions  indéterminés. 

Si  dans  cette  formule  on  change  a en  b et 
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b en  a,  le  premier  membre  reste  toujours  le 
même , et  on  a pour  l’exprimer  une  nouvelle 
série  qui  est  convergente,  lorsque  l’autre  est 
divergente , et  réciproquement  ; mais  dans  les 
applications  en  nombre  il  faut  toujours  se 
servir  de  celle  où  la  fraction , par  rapport  aux 
puissances  de  laquelle  on  ordonne,  est  la  plus 
petite. 

1 

458.  Maintenant  nous  allons  montrer  l’usage 
qu’on  peut  faire  de  cette  formule  pour  trou- 
ver l’accroissement  complet  de  l’arc  qui  cor- 
respond à un  accroissement  donné  de  la  tan- 
gente. 

» s 

Désignons  par  x un  arc , et  par  t la  tan- 
gente de  cet  arc  : si  on  représente  par  u l’arc 
dont  la  tangente  est  t- f-  i,  il  est  clair  qu’il 
doit  contenir  l’arc  x , puisque  c’est  à cela  qu’il 
se  réduit  quand  i = o , par  conséquent  l’arc 
dont  la  tangente  est  t -j-  i se  compose  de  l’arc 
dont  la  tangente  est  t et  d’une  suite  de  termes 
qui  disparaissent  lorsqu’on  lait  i = o,  ainsi  on 
aura 


u = x -f-  Ai  *4~  Bt^  -f-  Ci*'  -j-Dt  .... 

Si  on  suppose  maintenant  à la  tangente  ex- 
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primée  par  £-f-*  un  certain  accroissement  o t 
on  aura  un  résultat  qui  ne  différera  du  pré- 
cédent que  parce  qu’il  y aura  partout  i-j-o 
au  lieu  de  i dans  le  second  membre  ; par  con- 
séquent si  on  développe  les  puissances  de 
é-f-  Ie  coefficient  de  la  première  puissance 
de  o dans  le  second  membre , sera  le  même 
que  celui  de  la  même  quantité  dans  le  premier; 
or  le  coefficient  de  la  première  puissance  de 
o dans  le  développement  de  l’arc  dont  la 

tangente  est  t étant  — r— a,  celui  qui  est  affecté 

de  la  même  puissance  de  o dans  le  dévelop- 
pement de  l’arc  dont  la  tangente  est  t-{-i  sera 

égal  à , et  comme  le  coefficient 

de  la  première  puissance  de  o s’obtient  dans 
la  série  qui  exprime  l’arc  dont  la  tangente  est 
t + i,  en  multipliant  chacun  des  termes  par 
l’exposant  de  i dans  chacun  d’eux,  et  dimi- 
nuant l’exposant  d’une  unité,  il  en  résulte 
qu’on  aura 

1 n—l  fi — i — i 

[ÿ  ~ g'A,t  -j-yCi  -f-etc. 

er 

1 cos*x 

ï — <a  —J—  a -J—  ï*  - i -J-  ai  cos  xsin  x -f-  ia  cos’o.'* 

si 
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si  donc  ori  développe  la  fraction  qui  forme  le 
second  membre  de  cette  équation , on  aura 
un  résultat  qui  sera  identiquement  le  même 
que  le  second  membre  de  l’équation  qui  la 
précède , mais  on  obtiendra  le  développement 
de 

cos°x 

i -f-  2 i cos  x sinx-f-  i*  cosax* 

en  remplaçant  A dans  le  développement  de 


1 -f-  3A  COS  V+  A*» 

par  i cos  x , puis  en  multipliant  le  tout  par 
cos  *x  et  substituant  ioo°  — x au  lieu  de  v; 
si  après  les  opérations  et  les  substitutions  ef- 
fectuées on  compare  le  résultat  avec  la  série 

-MBi'3"1  +yCiy~  -f- etc. 

on  en  déduira  que  les  coefficiens  a,  /3,  y,  etc, 
forment  la  suite  naturelle  des  nombres;  la 
comparaison  des  coefficiens  affectés  des  mêmes 
puissances  de  i donnera  les  équations  sui- 
vantes 

i . A = -f-  cos'  x cos  x 

V 

a. B = — cos*  x sin  ax 

/ 

3.C  = — cos3  x cos  3x 
4-D  = 4-  cos*  x sin  4e 
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Si  de  ces  équations  on  tire  les  valeurs  de  À t 
B , C,  D,  etc.  et  qu’on  les  reporte  dans  l’é- 
quation 

u = x -f-  Ai*  + Bi^  -f-  Ci y q-  Di^  -f-  etc. 


après  avoir  mis  pour  ce,  /3 , y , etc.  leurs 
valeurs,  on  aura 


, . i*cosaX  . • i3  cos 

u=x-}-icosx . cosx — ‘ — - — sin  ax  — — g- 


i5  cossx 


. i*  cos*x  . . 

+ —j-s™4x±—ç 


cos  Sx  — 


cos  3x 
etc. 


43g.  Si  dans  cette  formule  on  fait  i 
• — a tang  x , on  en  déduira 


ax  = 2 sin  x 

( 2 sin  x)3 
* 3 

( 2 sin  x )5 
-1 R 


COS  X 4- 
cos  3x  — 
cos  5x  + 


( 2 sin  x)* 
2 

( 2 sin  x)* 

4 

( 2 sin  x)s 
g- 


sin  ax 
sin  4r 
sin  6x 


44o.  Le  calcul  différentiel  conduit  d’une  ma- 
nière fort  simple  à la  formule  qui  donne  la 
valeur  de  u , ainsi  qu’on  va  le  voir. 

Représentons  toujours  par  îc  l’arc  dont  la 
tangente  est  t , et  par  u celui  dont  la  tan- 
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gente  est  t-hï,  on  aura 

u = X + Ai  f Bt»  + Ci3  + 

t 

Si  on  substitue  i-\~  o au  lieu  de  x dans  le 
développement  de  l’arc  dont  la  tangente  est 
t-h  i,  on  aura  un  résultat  qui  exprimera  l’arc 
dont  la  tangente  est  t+  i -f-  o-,  mais  comme 
le  résultat  doit  etre  le  même,  en  supposant 
que  l’accroissement  o soit  attribué  à t , au  lieu 
de  le  supposer  à i,  il  s’ensuit  que  le  coefficient 
différentiel  de  l’arc  dont  la  tangente  est  t-\-i 
est  le  même,  soit  qu’on  le  prenne  par  rap  - 
port à i , ou  bien  par  rapport  à t.  Or  le  coef- 
ficient différentiel  pris  par  rapport  à i est 
égal  à 

A -f  aBt  -f  3Ct*  4-  4Di3-f-  5Ei*  + etc. 

en  le  prenant  par  rapport  à * , on  trouve , à 
cause  que  A , B , C,  etc.  sont  des  fonctions 
de  x,  qu’il  est  égal  à 

dx  dX  dx  . dû  dx 

di+  d£-  etc‘ 

dC  dx~  dD  dx ..  dE  dx 

d^‘3Fl  + ^•5Tl+  + ^-Âl+etc- 

Comparant  ce  résultat  avec  le  précédent , et 
égalant  les  coefficiens  des  mêmes  puissances 

38. N ' 
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de  i,  on  aura 

dx 

A “ Jt’ 

_ JB  dx 
3G  = Tx  ■ 3T» 


JA  Jx 

aB  “ Jx  ‘ Jt  ’ 

/D  — lï 

“ dx  ' Jt  * 


mais  x = arc  tang  t,  ainsi  on  aura  A:=  cos*x, 
partant 

d A dx 
dx  ' dt 

2 cos3  x sin  x w=  — cos’  x sin  ax , 

d B dx  

dx  ' dt 

. i_  2C084X(cos  x cos  2x  — sinxsinax)  — - “**  acos3x  cos  5x, 

JC  dx  

dx  *•  dt 

a.3cos4x(sin  3xcosx-{-cos3xsinx)=a.3  cos  4xsin 4* 
JD  Jr_ 

dx  dt  1 

a.3. 4(cos4xcosx — sinx4xsinx)r=a . 3 . 4cossxcos5xcos  ''x 

et  ainsi  de  suite  ; par  conséquent 

_ cos*x  . 

B = — : — sm  ax , 


A = cos  x cos  x, 
c __coÿx  cos3x,  D = 


a 

cos*x 


sin  £x» 
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Si  on  substitue  pour  A,  B,  C,  D,  etc., 
les  valeurs  que  nous  venons  d’obtenir  , on 
trouvera  que  l’arc  dont  la  tangente  est  t-\-i 
est  égal  à 


, . rco$*x  . rcosJcr  . „ 

X -f-  l COS  X. COSX— ! ? Sin  2X * — cos  3x 

2 ô 


, H coslr  . . B ; 

H 7 — sm  4x  + 


cos  bx  — etc. 


comme  on  l’a  déjà  trouvé  plus  haut. 

44 1.  Si  on  veut  déterminer  une  puissance 
quelconque  de  A ordonnée  par  rapport  aux 
puissances  de  e,  on  le  pourra  par  divers  moyens; 
l’un  des  plus  simples  est  de  faire  usage  du 
théorème  de  M.  de  Lagrange;  ce  théorème 
consiste  en  ce  que  si  on  a une  équation  de 
lu  forme 

z = x -f-  y fi/ 

et  qu’on  veuille  avoir  une  fonction  quelconque 
de  z qui  soit  ordonnée  par  rapport  aux  puis- 
sances de  y , et  qui  ne  renferme , dans  son 
expression,  que  les  variables  x et  y,  ou  des 
fonctions  de  çes  quantités , on  l’obtiendra  sur- 
le-champ,  au  moyen  de  la  formule  suivante: 


<f-~  ~ px+yç'xfx  +y-  (<t>'xfx)'  (jp'xf3x/+e te 


5gS  MÉLANGES 

44a.  Avant  d’en  faire  l’application  à l’objet 
que  nous  avons  en  vue,  supposons  qu’on  ait 
<pz = 2" , et  fi  ==  zm,  on  aura  <px  = ze*  et  fx=xmy 
si  on  effectue  sur  ces  fonctions  les  opérations 
indiquées  sur  <p#  et  fx7  dans  la  formule  citée, 
on  aura 

t 

<’ — t»  -J-  nxm+n~‘y  n !_-!  j-îm+n— iy% 

+ ” t + » - 1 ) {3m  4-  * - O,  ^-y  +etc. 


Cela  posé , si  on  veut  passer  de  cette  formule 
à celle  qui  résulterait  de  l’application  du  théo- 
rème cité  au  cas  où  on  aurait  à déterminer 
la  valeur  de  Am , il  faudra  de  l’équation , . . . . 

A + ^ = - en  tirer  ^ ==  ^ — A , après  quoi  il 

jn’y  aura  plus  qu’à  changer  dans  la  formule 

ei-dessus  ne  n — m,  et  à substituer  - au  lieu 

e 

de  x , —î  au  lieu  de  j,  et  à faire  m——~\  ; 
et  à changer  z en  ces  changemens  et  ces 
substitutions  étant  effectués,  on  aura 


^-(i)'+-(ir+BrTT5(:r 


+ 


or 


-f  etc. , 
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ou 


" f , /e  V , m . m + 3 / e V 

H" +m(;)  +-ttt-Cï) 

/n.7n+4'm4-5/'e'\s  , 
i . a , 3 W + 


etc. 


formule  dont  la  loi  est  fheile  à saisir,  et  dont 
l’expression  du  terme  général  est 

m . m + ........  m -p  an — l/e  y**1» 

1 .......  . . . . . n \a  / 

443.  Si  dans  cette  série  on  prend  le  rapport  de 
deux  termes  consécutifs,  on  trouvera  qu’elle  est 
toujours  convergente  lorsque  e est  moindre  que 
l’unité  j mais  si  e était  plus  grand  que  î , la  série 
serait  divergente  et  ne  pourrait  être  employée 
à donner  la  valeur  de  la  fonction  dont  elle  est 
le  développement,  ce  qui  doit  être,  puisque  dans 
cette  hypothèse  la  fonction  , 

e" 

( , + y/ 1 e1)”* 

devient  imaginaire  et  que  l’imaginarité  dont 
elle  est  affectée  ne  se  manifeste  dans  aucuns 
des  termes  de  la  série  : malgré  le  peu  d’usage 
dont  cessortes  de  séries  paraissent  susceptibles , 
leur  emploi  néanmoins  peut  quelquefois  se 
présenter  : la  fonction  que  nous  venons  de  con-. 
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sidérer  en  offre  un  exemple  remarquable  et 
bien  propre  à montrer  l’utilité  dont  elles  peuvent 
être  dans  l’analyse. 

En  effet  si  dans  l’équation 


on  substitue  cos  x au  lieu  de  l-  ,ce  qui  est  tou- 
jours possible,  puisque  e est  plus  grand  que  l’u- 
nité, on  aura 

• . i 

x 4-  - = 2 cos  x ; 
r X 

de  cette  équation  on  en  déduit  qu» 

hm  -J-  = 2 cos  mx , 

' A * 

quel  que  soit  le  nombre  m.  Or  si  dans  le  dé- 
veloppement de  Am  on  substitue  2 cosx  au 

lieu  de  -,  ou,  ce  qui  revient  au  meme,..., 
( 2cos  x )~r-  au  lieu  de  Q),  on  aura 


Am  = (2COSX)_m-f-nî(2COSX)— 1 " a 4* ■ - (2COSX)'^A 
■ . 1’ . 2 


ih-Ë  ( 2 cos  x )_"‘“6  -f-  etc. 


i . a ; 0 
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si  on  change  m en  — m dans  cette  formule 
on  aura 

— = (2cosx)m-— m(2cosx)m— 4 4*  m ' m (2  COS  X )m~i 

^ 1 • 2 

7Tl  • 771  • 771  - 1 D - . j 

( 2 COS  X )m~6  + etc. 

i . a . 3 v ' 


mais  on  a,  quel  que  soitra, 

Am  4-  -h  = 2 cos  mx  ; 

l Am 

ainsi  on  aura 

2 cos  mx  = 


j(2cosx)m — m(acosx)m~a4-  ÜLIH — ~ (acosx)'11-’ — etc.  J 


-f- 1 (acosx)~!”-m(2Cos  (acosx)-'1*'  3-{-  etc.  j 


444.  Comme  nous  avons  été  conduit  au  dé- 
veloppement du  cosinus  d’un  arc  multiple  par 
la  série  qui  donne  le  développement  delà  puis- 
sance m de  la  fonction 


nous  allons  le  reprendre  de  nouveau , afin  que 
l’exposition  en  soit  plus  rapide  et  que  cette  ex-? 
position  se  trouve  dégagée  de  tout  ce  qui  lui 
est  étranger. 


Digitized  by  Google 


6oa  mélanges 

Si  on  fait  2 cos  a =À-f-  - , on  aura  pour 
toutes  les  valeurs  de  m , Am-j-  — = 2 cos  ma, 

A 

Or  de  la  première  équation  on  tire 

A = 2 COS  u — A-*. 

j-  I 

Si  on  compare  cette  équation  avec  l’équation 

z—x  + yfz , 

on  aura 

2 cosa=x,  y — — 1 et  /3c  = ( 2 cos  a ). 

Or  par  le  théorème  cité  plus  haut , on  a 

Va  * 

tpz  = <px  y (p'x  fx  + ( ç'xf^x  y + etc. 

Si  donc  on  veut  avoir  À",  il  faudra  foire 
çx  =(2cosa)*  et  par  suite  <p'#=  m{ 2 cosa)"-' 

et  comme  on  a 

f X=  ( 2 COS  a ) ~l  * 

on  aura 

■î 

%’xf  x = m ( 2 cos  * )m-, 

q>’xf*x  = m ( 2 cos  ® )"*-î  « 

ç'xf3x  — m ( 2 cos  a>  )m_4 

ç'x  /■  4x  = m.  ( 2 cos  ® )m-& 
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par  conséquent 

( ç>'xf*x  y — m.m  — 3 ( a cos  » ) n—* 

(y'xf^xy  — m.m — 4- m — • 5 (2 cos*)"1-6 
( ç'xf'x  )*  — m.m  — 5 . m — 6 . m — 7 (a cos *)m— *. 


Si  donc  on  substitue  dans  la  formule  de  M.  de 
Lagrange,  pour  <çx  et  les  coefïïciens  des  diffé- 
rentes puissances  de  y , les  valeurs  que  nous 
venons  de  trouver,  et  qu’on  y fasse  y = — 1 , 
on  obtiendra  l’équation 

A=facos «0™ — m(acosM)m~:i-f-?71-  ■ ^ — - (acos»)m— *+  etc. 


Si  dans  cette  formule  on  change  m en  — m et 
qu’on  ajoute  le  résultat  au  précédent , on  aura, 

à cause  de  Km  -V,  = 2 cos  mx  • 

A 


# a cos  mx  = 

771  3 

(2Cosa)m-r-m(acos*')m_2-f-  — - — (a  cos®)"’1—*— etc. 
+ (acosa)~~in-}-m(2cosi»)~m~a-4-— - T’^—-  (2cos«)‘,n"-t-J-etc. 

445.  Si  dans  la  dernière  formule  on  change 
m en  — m les  deux  séries  se  changent  l’une 
dans  l’autre  et  le  résultat  reste  le  même,  ce 


6o4  MÉLANGES 

qu’on  pourrait  prévoir  d’avance , puisqu’on  a 

toujours  cos  — mx  = cos  mx. 


446.  Le  théorème  qui  nous  a conduit  à la 
formule  précédente , a de  nombreuses  applica- 
tions et  se  trouve  être  un  des  plus  importans 
de  l’analyse;  nous  allons  montrer  l’usage  qu’on 
en  peut  faire,  pour  en  démontrer  un  autre  que 
M.  Lagrange  a donné  dans  la  Note  XIII  du 
Traité  de  la  jtésolution  des  Équations  numé- 
riques : ce  théorème  consiste  en  ce  que  si  on 
a deux  séries  semblables,  telles  que 


ihr 


,i.A  + (îifc)'+(^y+e,c 


Ojtr  -f- 


etc. 


qui  s’étendent  à l’infini , on  aura,  en  les"  mul- 
tipliant ou  en  les  divisant  l’une  par  l’autre , 
une  série  semblable  qui  se  composera  avec  le 
produit  ou  le  quotient  des  fonctions  SK*  et  , 
de  la  même  manière  que  la  première  se  com- 
pose avec  la  fonction  Ÿx. 

En  effet  la  première  des  deux  séries  peut 
être  considérée  comme  exprimant  le  dévelop-t 
pépient  de  "ifs  en  fonction  de  x en  supposant 
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que  les  quantités  x et  z sont  liées  entr’elles  par 
l’équation  z—x-\-yfz , puisque  c’est  effective- 
ment celle  qu’on  obtiendrait  si  on  avait  à évaluer 
la  fonction  ^rz  d’après  cette  équation , et  qu’a- 
près  le  développement  on  fit^=  1 ; il  en  est  de 
même  de  la  seconde  série.  Si  donc  on  multiplie 
les  deux  séries , on  en  obtiendra  une  qui  sera 
ce  que  devient  le  produit  de  *4z<fez , lorsque 
pour  z on  y substituera  la  valeur  en  fonction 
de  x et  dey.  D’un  autre  côté,  si  ori  représente 
ce  produit  par  riz,  on  aura 

nz  = nx  y y n (n'x/'jc)' 

+ (rTx  f3x  y + etc. 

et  puisqu’on  a 4z<I>z=nz , on  aura 

( ® x ) = n x 

( 4X  <bx  y = n'x 


par  conséquent , 

4 «ta  = (4x«Kx)  -{-y  (4xOxV  fx-\-^—  [(4x®x)']/*x)« 
+ ( 4X  <s>xy  pxy  4.  etc. 

447.  Si  au  lieu  de  multiplier  les  deux  séries 
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entr’elles , on  les  divisait  l’une  par  Vautre , on 

» z V 

aurait  en  faisant  — = ru. 

<1>  Z 


substituant  dans  la  série 

riz  = nx  yll'af  fx  -{-  <21  (fl'x  f*x}*  + etc» 

pour  riz , n#  et  IT#  leurs  valeurs , on  aura 


•Jz  

«I>Z  X 


448.  L’auteur  des  Fonctions  analytiques,  pour 
établir  le  premier  théorème , considère  les  deux 
séries  semblables 


+ +(feÇ)'+etc. 


, , / <t>  X Px  \ / <I>  X f3x\“ 

<tx  + Qxfx  + ^ J +^  — ■ -g  ) + etc. 

et  les  multiplie  l’une  par  l’autre  ; puis  il  remarque 
que  le  premier  terme  du  produit , ainsi  que  ceux 
qui  renferment  les  deux  premières  puissances. 
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Ac  fx,  résultent  de  la  substitution  du  produit 
des  premiers  termes  de  ces  séries  dans  l’une 
d’elles , au  lieu  de  la  fonction  du  premier  terme 
de  cette  série.  Mais  comme  ce  procédé  entraîne 
dans  des  calculs  qui  deviennent  de  plus  en  plus 
compliqués , et  que  ces  calculs  n’offrent  aucun 
moyen  de  faire  apercevoir  la  loi  des  réductions, 
on  ne  peut,  sans  s’écarter  de  la  rigueur,  étendre 
aux  autres  termes  la  loi  qu’on  a reconnue  pour 
les  trois  premiers,  à moins  qu’on  n’ait  un  moyen  v 
de  la  mettre  en  évidence  ou  de  démontrer  le 
théorème  directement  ; c’est  ce  que  nous  avons 
fait  par  les  considérations  que  nous  avons  rap- 
portées plus  haut.  Quant  au  second  théorème , 
il  le  regardé  comme  une  conséquence  du  pre- 
mier ; mais  l’un  et  l’autre  ne  sont  que  des  cas 
particuliers  d’un  théorème  beaucoup  plus  géné- 
ral , et  qui  consiste  en  ce  qu’une  fonction  quel- 
conque de  séries  semblables  à celles  que  nous 
avons  considérées  est  encore  une  série  sem- 
blable qui  se  compose  avec  une  fonction  sem- 
blable du  premier  terme  de  chacune  d’elles , 
de  la  même  manière  que  l’une  d’entr’elles  se 
compose  avec  son  premier  terme. 
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* DE  LA  CYCLOÏDE. 

44g.  La  Cycloïde  ordinaire  est  une  courbe' 
plane  décrite  par  un  point  pris  sur  une  cir- 
conférence de  cercle  , qui  roule  sur  une  droite 
donnée  de  position. 

On  peut  encore  la  considérer  comme  étant 
engendrée  par  le  mouvement  d’un  point  qui 
se  meut  sur  une  circonférence  de  cercle,  tan- 
dis que  tous  les  points  de  cette  même  circon- 
férence sont  entraînés  d’un  mouvement  com- 
mun parallèlement  à une  droite  donnée  de 
position  et  d’un  mouvement  égal  à celui  du 
point  mobile  autour  du  centre  du  cercle. 

PROBLÈME  PREMIER. 

On  propose  de  mener  par  un  des  points  d’une 
Çycloide  une  tangente  à cette  courbe. 

45o.  Soit  ABC  une  cycloïde  ( fig.  12  ) , M un 
de  ses  points,  EMD  une  des  positions  du  cercle 
générateur , on  aura , d’après  la  manière  dont 
cette  courbe  est  engendrée , DC  = arc  DM.  Si 
par  un  point  N pris  su%%e  cercle  , on  mène 

une 


Digitized  by  Google 


DE  GÉOMÉTRIE.  609 

une  droite  GF  parallèle  à CA  et  égale  à GM, 
le  point  F appartiendra  à la  courbe , puisque 
le  mouvement  de  translation  du  point  mobile 
dans  le  sens  de>  la  droite  CA  est  égal  au  mou- 
vement circulaire  de  ce  même  point  autour  du 
centre  du  cercle  ; par  conséquent  si  on  veut 
avoir  le  point  de  la  cycloïde  ABC  qui  corres- 
pond au  point  G du  cercle,  on  mènera  par  ce 
point  la  droite  GF  parallèle  à CA  et  égale  à l’arc 
GM,  et  le  point  F sera  à la  courbe;  pour  avoir 
les  points  de  la  cycloïde  qui  correspondent  aux 
points  de  l’arc  MD,  il  faudra  mener  par  chacun 
d’euxune  droite  g/*,  parallèle  à AC,  et  prendre 
sur  elle  une  partie  gf  égale  à et  le  point/" 
sera  encore  à la  courbe. 

Cela  posé,  si  dans  un  cercle  ABC,/ÿ. i3, 
on  mène  une  corde  AD , que  par  un  point  B 
de  l’arc  soutendu  par  cette  corde  on  dbaisse 
une  perpendiculaire  sur  le  diamètre  AC  qui 
passe  par  une  de  ses  extrémités,  la  partie  BE 
comprise  entre  l’arc  et  la  corde  est  moindre 
que  l’arc  BD,  car  si  on  mène  la  corde  BD,  on 
aura  un  triangle  BED  dans  lequel  l’angle  BDE 
a pour  mesure  la  moitié  de  AB  et  l’angle  BED 
la  moitié  de  AK  plus  la  moitié  de  BD , c’est- 
à-dire  la  moitié  de  BK , par  conséquent  l’angle 

59 
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BED  étant  plus  grand  que  l’angle  BDE , on  aura 
BD  >■  BE , et  comme  la  corde  BD  est  moindre 
que  l’arc  BD,  il  en  résulte  à plus  forte  raison 
que  l’arc  BD  est  plus  grand  que  la  droite  BE. 

Si  le  point  d’où  on  abaisse  la  perpendiculaire 
se  trouvait  sur  le  prolongement  de  l’arc  AD , 
v en  G par  exemple , la  partie  GF  serait  plus 
grande  que  l’arc  DG,  car  si  par  le  point  Don 
mène  une  tangente  DH  au  cercle,  1 angle  FDH 
aura  pour  mesure  la  moitié  de  l’arc  ABD,  et 
l’angle  DFH  la  moitié  de  AI  moins  la  moitié  de 
DG,  c’est-à-dire  la  moitié  de  AD,  puisque  l’arc 
AI  est  égal  à l’arc  AG  ; ainsi  les  deux  angles 
DFH  et  FDH  étant  égaux,  on  aura  FH  = DH , 
mais  DH  + HG  est  plus  grand  que  l’arc  DG , 
donc  FG  qui  est  égal  à DH  HG  est  aussi 
plus  grand  que  l’arc  DG.  Si  donc  on  mène  par 
l’extrémité  E du  diamètre  ED,  fig.  12,  et  par 
le  point  M la  droite  EMi,  elle  sera  tangente, 
puisqu’on  aura  toujours  pour  tous  les  points 
de  l’arc  ME,  GI  < GF  , et  par  conséquent 
GI  < GF,  on  aura  de  même  pour  tous  les  pointa 
de  l’arc  MD,  gi  > et  par  suite  gi>gf- 
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Quadrature  de  la  Cycloïde. 

• 

54i.  Par  le  point  le  plus  élevé  de  la  cycloïde 
menons  une  parallèle  à sa  base , qui  soit  ter- 
minée par  les  perpendiculaires  élevées  aux  ex- 
trémités de  cette  base,  on  aura  un  rectangle 
ACML  ( fig.  i4  ) dont  la  base  sera  égale  à 
la  circonférence  du  cercle  générateur,  et.  dont 
la  hauteur  sera  égale  au  diamètre  de  ce  même 
cercle  ; par  conséquent  faire  de  ce  rectangle 
sera  quadruple  de  celle  du  cercle  générateur. 
Cela  posé  , si  par  deux  points  G et  H,  pris  sur 
la  cycloïde,  on  mène  des  tangentes  à cette 
courbe,  que  par  les  mêmes  points  on  mène  * 
des  parallèles  à la  base,  jusqu’à  la  rencontre 
du  cercle  DEBND , et  que  l’on  tire  les  cordes 
DE,  DF, .elles  seront  respectivement  égales  et 
parallèles  à GK  et  HI;  par  conséquent  si  les 
points  G et  H sont  infiniment  près,  le  triangle 
élémentaire  IHK  est  égal  au  secteur  élémen- 
taire EDF  ; ainsi  la  somme  de  tous  les  triangles 
élémentaires  qui  composent  l’aire  du  triangle 
mixtiligne  ALD,  sera  égale  à celle  de  tous  les 
petits  secteurs  élémentaires  qui  composent  le 
demi-cercle  DEB,  le  triangle  mixtiligne  DCM 
étant  égal  au  demi-cercle  DNB;  il  en  résulte 

3g. . 
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oue  les  deux  triangles  mixtilignes  ALD,  CMD 
équivalent  au  cercle  DEBND  ; si  on  les  re- 
tranche du  rectangle  ACML , qui  est  quadruple 
du  cercle  DEBND,  il  restera  pour  laire  de  a 
cycloïde  le  triple  de  l’aire  du  cercle  générateur. 

inTT'/lrtïl  1?\f  t?. 


Toutes  les  normales  à une  même  branche 
de  cycloïde  sont  des  tangentes  à une  autre 
branche  de  cycloïde  égale  à la  première , 

• mais  située  en  sens  inverse. 

54a . Soit  AMB  une  cycloïde  ( fig  * 6 ) > 81  par 
«n  point  M de  cette  cycloïde  on  conduit  une 
normale  à cette  courbe , elle  sera  égale  et  paral- 
lèle à la  corde  correspondante  MG  du  cercle 
générateur.  Si  par  le  point  N où  elle  rencontre 
la  base  AB,  on  élève  une  perpendiculaire  ter- 
minée à la  tangente  menée  par  le  point  M de 
la  cycloïde , elle  sera  égale  au  diamètre  du 
cercle  générateur  ; si  sur  cette  ligne,  comme 
diamètre , on  décrit  un  cercle , ce  cercle  sera 
une  des  positions  du  cercle  générateur,  et  on 
aura  AN  = arc  MN  et  CN  = arc  ML.  Si  on 
prolonge  le  diamètre  LN  au-dessus  de  la  base 
• d’une  quantité  NE  égale  à NL , et  que  sur  cette 
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ligne  comme  diamètre , on  décrive  un  cercle , 
il  sera  coupé  par  le  prolongement  de  la  nor- 
male en  un  point  H,  de  sorte  que  l’arc  FH  sera 
égal  à Tare  ML,  et  par  suite  égal  à CN.  Si  donc 
on  mène  par  le  point  F une  parallèle  EFG  à 
la  base  AB  de  la  cyloïde , le  point  H appar- 
tiendra à une  cycloïde  dont  l’origine  sera  ail 
point  E et  dont  le  cercle  générateur  sera  FHNT 
puisque  l’arc  FH  = NE  et  comme  NH  est  per- 
pendiculaire à FH,  elle  sera  tangente  à la  cy- 
cloïde AHE,  qui  a pour  origine  le  point  E et 
pour  cercle  générateur  le  cercle  NHFT  ; de  plus , 
comme  ce  cercle  est  égal  au  cercle  LMNI,  la 
demi-cycloïde  AHE  est  égale  à la  demi-cycloïde 
AMD.  On  démontrerait  de  la  même  manière 
que  les  normales  à la  branche  DKB  sont  tan- 
gentes à la  demi-cycloïde  ESB. 

543.  On  voit  par  ce  qui  vient  d’être  dit  que 
la  portion  de  la  normale  comprise  entre  les. 
deux  courbes , est  double  de  la  corde  corres- 
pondante du  cercle  générateur  ; on  voit  de  plus 
que  si  par  deux  points  d’une  cycloïde , on  lui 
mène  deux  normales,  ces  deux  normales  se 
couperont  en  un  point  qui  sera  d’autant  plus 
près  delà  courbe  que  touchent  ces  normales, 
qu’elles  seront  menées  par  des  points  plus  rap- 
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proches,  de  sorte  que  quand  cette  distance 
sera  infiniment  petite , le  point  d’intersection 
se  trouvera  sur  la  courbe  elle-même , par  con- 
séquent les  branches  de  cycloïdes  auxquelles  les 
normales  sonttangentes , sont  les  lieux  des  inter- 
sections continuelles  des  normales  à la  courbe. 

THÉORÈME. 

Un  arc  de  cycloïde  dont  les  extrémités  sont 
situées  d'un  même  côté  du  milieu  de  la 
courbe , est  égal  au  double  de  la  différence 
des  deux  cordes  correspondantes  du  cercle 
générateur. 

544.  Soit  ADB  une  cycloïde,  (fig-  i5)BSE  celle 
que  touchentles  normales  àla  première  courbe  ; 
si  OS  et  VU  sont  deux  normales  très-rappro- 
chées , on  aura,  à un  infiniment  petit  près  du 
second , ordre  UK=UV,  puisque  ces  normales 
font  des  angles  égaux  avec  la  corde  KY  ; par 
conséquent  on  aura  SK  =SU  + XJw-\-wV ■> 
et  par  suite,  SK — hA^SU+Uw  ; et  comme 
la  somme  des  deux  lignes  qui  composent  le 
second  membre  de  cette  égalité , ne  diffère  du 
petit  arc  élémentaire  sw  que  d’une  quantité 
infiniment  petite  du  second  ordre , par  rapport 
à ce  même  arc , la  somme  d’un  nombre  quel- 
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conque  d’arcs  élémentaires  ne  différera  du 
polygone  circonscrit  correspondant  que  d’une 
quantité  infiniment  petite  qui  sera  au  moins 
du  second  ordre;  si  donc  on  désigne  les  nor- 
males successives  comprises  entre  les  deux 
courbes , à partir  d’une  des  extrémités  de  l’arc 
proposé  et  finissant  par  l’autre  par  r1,  r", 
r1",  etc.,  r**0,  et  que  l’on  représente  les  arcs 
élémentaires  correspondanspara',  a" , a'",  etc. 
an~'f  on  aura 

/ -*  r'=  a' 

r'  — r* a" 
r*  — r,T=  a* 
r,y  — r’  — a,y 


r»-'  — ra=  al*"')  ; 

si  on  ajoute  toutes  ces  égalités , on  aura  l’équa- 
tion suivante  : 

/ — r<»  = a'  + a"  + a"  + . . . . . -f  a^~0, 

V 

qui  sera  rigoureusement  exacte,  car  quand  bien 
même  les  équations  qui  ont  produit  celles-ci  ne 
seraient  vraies  qu’à  des  quantités  infiniment 
petites  du  premier  ordre,  le  premier  membre 
de  la  dernière  équation  ne  renfermant  aucune 
quantité  infiniment  petite,  il  faut  qu’elles  dispa- 
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raissent  aussi  du  second  membre  ; mais  on  a 
r'  = 2Bf,  = aBo:, 

ainsi 

/ — r<">  = a { B*  — Bx  } ; 
par  conséquent 

a!  -+•  a"  4*  a."  + . . . -f-  al"*'*)  = 2 { B t — B'x  } ; 

c’est-à-dire  qu’un  arc  quelconque  de  cycloïde 
est  égal  au  double  de  la  différence  des  cordes 
correspondantes  du  cercle  générateur , ces 
cordes  ayant  pour  origine  commune  le  point 
du  cercle  générateur  qui  est  le  plus  élevé  au-; 
dessus  de  la  base. 

545.  De  ce  théorème  il  résulte quesi  on  conçoit 
un  fil  SK  tendu  suivant  la  direction  de  la  tangente 
à la  courbe , de  sorte  que  l’une  des  extrémités  soit 
sur  la  cycloïde  4MB,  il  est  clair  que  si  on  ap- 
plique ce  fil  sur  la  cycloïde  EB , l’extrémité  K du 
fil , dans  celte  nouvelle  position , appartiendra 
encore  à la  première  cycloïde  ; par  conséquent 
cette  dernière  peut  être  considérée  comme  pro- 
duite par  le  développement  d’un  fil  qui  serait 
exactement  appliqué  sur  l’autre,  c’est  pour- 
quoi on  a donné  à cette  dernière  le  nom  de 
développée , et  à la  première  le  nom  de  déve- 
loppante. 
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THÉORÈME. 

Dans  la  cycloïde,  le  carré  d'un  arc  compté 
du  milieu  de  cette  cycloïde , est  égal  au 
quadruple  du  rectangle  du  diamètre , par 
la  projection  de  cet  arc  sur  une  droite  > 
perpendiculaire  à taxe. 

546.  Soit  AIE  ( fi  g.  ^6  ) une  demi-cycloïde 
AMB  sa  développante,  si  par  un  point  I pris 
sur  la  cycloïde , on  lui  mène  une  tangente  |M , 
elle  sera  divisée  au  point  F en  deux  également, 
et  l’arc  AI  sera  égal  à IM  ou  à alF;  mais  si 
par  le  point  1 on  mène  la  droite  IH  parallèle 
à la  base  DE,  et  que  l’on  joigne  le  point  A et 
le  point  G,  où  elle  coupe  le  cercle  AGD  décrit 
sur  l’axe  CD  comme  diamètre , la  ligne  IF  sera 
égale  et  parallèle  à la  corde  AG;  or,  dans  un 
cercle,  le  carré  d’une  corde  est  égal  au  rec- 
tangle fait  sur  le  diamètre  qui  passe  par  une 
des  extrémités  et  le  segment  correspondant; 

a 

ainsi  AG  = AD  . AH  ; pàr  conséquent. . . .> 

4IF  = 4AD  . AH  ; or  on  a 4IF  = IM*=  le 
carré  de  l’arc  AI;  si' donc  on  désigne  cet  arc 
par  s , le  diamètre  AD  par  a et  le  segment  AH 
par  z,  on  aura  entre  un  arc  de  cycloïde,  le  dia- 
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mètre  du  cercle  générateur  et  sa  projection  sur 
l’axe , la  relation  s * = 4 az , les  s et  les  z étant 
comptées  de  l’extrémité  de  cet  axe. 

547.  La  courbe  que  nous  venons  de  consi- 
dérer a un  grand  nombre  de  propriétés  fort 
remarquables  ; une  des  plus  saillantes  est  celle 
qu’elle  a d’être  à la  fois  isochrone  et  brachis- 
tochrone , c’est-à-dire  d’être  la  courbe  suivant 
laquelle  un  corps  pestât  doit  descendre  pour 
arriver  au  point  le  plus  bas  de  cette  courbe, 
dans  le  même  temps , quelle  que  soit  d’ailleurs 
l’amplitude  de  l’arc , et  d’être  la  courbe  que  doit 
suivre  un  corps  grave,  pour  arriver  dans  le 
moindre  temps  possible  d’un  point  à un  autre  , 
c’est  ce  qu’on  verra  par  ce  qui  suit. 

THÉORÈME. 

Un  corps  grave  abandonné  à Faction  de  la 
pesanteur , et  qui  se  meut  le  long  d’une 
cycloide  renversée , dont  la  base  est  hori- 
zontale, arrive  au  point  le  plus  bas  dans 
le  même  temps , quelle  que  soit  d’ailleurs 
l’étendue  de  l’arc  parcouru. 

548.  Supposons  deux  points  pesans,  placés 
à l’origine  du  mouvement  en  deux  points  M et  m 
de  la  cycloide  {fig.  17);  si  par  ces  deux  points 
an  mène  des  droites  horizontales  MP  et  mp  jus-. 
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qu’à  la  rencontre  du  cercle  générateur,  et  que 
l’on  mène  les  cordes  DP,  Dp,  elles  seront  pa- 
rallèles aux  tangentes,  à la  courbe,  aux  points 
Metm,  et  par  conséquent  aux  directions  des 
espaces  parcourus  par  chacun  d’eux  dans  le 
premier  instant.  Si  on  représente  la  force  de 
la  gravité  ou  l’impulsion  communiquée  à cha- 
cun des  points  matériels , dans  le  sens  vertical, 
par  le  diamètre  CD,  la  force  tangentielle  dontles 
deux  points  Metm  sont  animés,  seront  repré- 
sentées respectivement  par  DP  et  Dp , etpar  con- 
séquent seront  proportionnelles  aux  arcs  DM  et 
Dm-,  ainsi  les  espaces  parcourus  sur  la  courbe, 
dans  le  premier  instant,  seront  proportionnels 
aux  arcs  à parcourir , de  sorte  que  les  arcs 
restans  seront  entre  eux  dans  le  même  rap- 
port; si  à- la  fin  de  cet  instant  on  conçoit  que 
la  pesanteur  donne  une  nouvelle  impulsion, 
les  points  matériels  seront  sollicités  par  des 
forces  verticales  qui  seront  encore  égales;  si 
on  les  décompose  dans  le  sens  des  élémens  de 
la  courbe  ou  ils  se  trouvent  placés , on  trou- 
vera que  les  forces  tangentielles , au  commen- 
cement du  second  instant , sont  proportion- 
nelles aux  longueurs  des  arcs  à parcourir,  de 
sorte  que  les  espaces  élémentaires  parcourus 
dans  ce  second  instant , seront  proportionnels 
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aux  longueurs  des  mêmes  arcs;  si  à la  fin  de 
ce  second  instant,  la  pesanteur  imprime  une 
nouvelle  impulsion  à chacun  des  points  maté- 
riels , et  que  l’on  continue  à raisonner  de  la 
même  manière  qu’on  a déjà  fait,  on  trouvera 
, que  les  corps , dans  chacun  des  instans  de  leurs 
courses,  sont  animés  par  des  forces  propor- 
tionnelles aux  arcs  qui  restent  à parcourir,  de 
sorte  qu’ils  arriveront  à la  fois  au  point  le 
plus  bas. 

PROBLÈME. 

Trouver  la  courbe  suivant  laquelle  un  corps 
grave  doit  descendre  pour  arriver  d’un 
point  à un  autre  dans  le  moindre  temps 
possible. 

54g.  Si  la  ligne  AMB,  ( fig.  1 8 ) est  la  ligne  sui- 
vant laquelle  un  corps  doit  descendre,  lorsqu’il 
est  abandonné  à l’action  de  la  pesanteur,  pour 
arriver  du  point  A au  point  B dans  le  temps 
le  plus  court,  toute  autre  ligne  ACB,  quelle  que 
peu  différente  qu’elle  soit  de  AMB  sera  par- 
courue dans  un  intervalle  de  temps  plus  long; 
or , si  on  prend  sur  la  première  courbe  deux 
points  M et  m placés  à une  distance  infiniment 
petite  l’une  de  l’autre,  et  que  par  ces  deux 
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points  on  mène  deux  normales  à la  première 
courbe,  elles  se  rencontreront  en  un  point  D. 
Si  de  ce  point  comme  centre  avec  un  rayon 
égal  à DC,  on  décrit  un  petit  arc  de  cercle  Ce , 
cet  arc  de  cercle  se  confondra  sensiblement  avec 
l’élément  de  courbe  Ce,  et  le  temps  employé 
à parcourir  ce  petit  arc  de  cercle  sera  le  même 
que  celui  qui  sera  employé  à parcourir  le  petit 
élément  Ce.  Or  les  forces  qui  sollicitent  deux 
points  matériels  qui  n’ont  reçu  aucune  vitesse 
initiale  et  qui  proviennent  de  l’action  d’une  force 
accélératrice  constante,  sont  entre  elles  comme 
les  racines  carrées  des  hauteurs  verticales  qui 
ont  été  parcourues  par  ces  mêmes  points  ; par 
conséquent  si  on  lire  l’horizontale  AK,  la  force 
verticale  qui  anime  le  point  matériel  lorsqu’il 
est  arrivé  en  M,  esta  celle  dont  il  serait  animé 
au  point  C,  s’il  avait  parcouru  la  ligne  AC, 
comme  y/ME  est  à y/CF  ; et  comme  les  forces 
en  M et  en  C , estimées  dans  le  sens  des  petites 
droites  Mm  et  Ce,  sont  entre  elles  dans  le  rap- 
port des  forces  verticales  appliquées  en  M et  C, 
puisqu’elles  sont  parallèles,  il  en  résulte  que  si 
on  désigne  les  forces  en  M et  en  C estimées  dans 
le  sens  des  petits  arcs  par  c p et  <p' , on  aura 
<p:<p'::  y/ME:  y/ CF;  mais  les  mêmes  forces  en 
M et  en  C,  estimées  dans  le  sens  des  petits 
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arcs,  sont  entre  elles  comme  les  vitesses  qu’elles 
communiquent  dans  le  sens  de  ces  mêmes  arcs; 
si  donc  on  désigne  par  t le  temps  employé  à 
parcourir  le  petit  arc  Mm , et  par  t' celui  qui  est 
employé  à parcourir  le  petit  arc  Ce,  on  aura 


, Mm  . Ce 
v • r ••  f > 

par  conséquent 

/ 

. Mm  C<? 

t ' r " • . — — 

' " v/ME  * V/CF 

mais  si  on  joint  le  point  D et  le  point  E par  la 
droite  DH , et  que  par  le  point  F on  mène  FG 
parallèle  à ED,  on  aura 

Mm  : Ce  ::  MD  : CD  ::  ME  : CH, 


ainsi  on  aura 


t : t' 

ou  bien 


ru 

::  v^me  : — v/cf  : 


CH 

V/ME’ 


t 1 


: t*  ::  cf  : 


ch1 

ME’ 


par  conséquent  le  temps  employé  à parcourir 
l’arc  Mm  sera  moindre  que  le  temps  employé  à 

Cjj1 

parcourir  Ce  ou  Ce, si  on  a toujours  CF<  MÊ0U 
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CF  . CH  , . CG  - CD 
CH  < MÊ>oublen  CD<MD’0U’te,îUire-- 
vient  au  même , CD*  > CG  x MD , car  le 
temps  employé  à parcourir  un  élément  quel- 
conque de  AMB  étant  moindre  que  le  temps 
employé  à parcourir  l’élément  correspondant 
de  la  courbe  ACB , il  en  résulte  que  le  temps 
employé  à parcourir  AMB  est  moindre  que  ce- 
lui qui  est  employé  à parcourir  la  courbe  ACB  ; 
pour  voir  comment  on  peut  toujours  satisfaire 

à l’inégalité  CD  > CG  x MD,  représentons 
MI  par  r,  ID  par  r + i,  CM  para,  on  aura 

Mi  : cm  ::  El  : fe  ::  di  : gd, 

ou  bien  à cause  de  la  liaison  du  premier  rap- 
port au  dernier 

r : » II  r + i : DG  r=  « -f-  — 

r ' 

par  conséquent  il  suffira  de  faire  ensorte  qu’on 
ait,  quelque  petit  d’ailleurs  que  soit  «d’iné- 
galité suivante 

{ ar  -f  i 4-  « }*  > |ar  -f- 1 + a*  + yj  {ar-f-  /}, 

i* 

ou  bien  « > ai  4-  - , 

et  comme  cette  inégalité  ne  peut  être  satisfaite 
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quelque  petite  que  soit  a> , à moins  qu’on  n’ait 
i—  o,  il  en  résulte  qu’on  doit  toujours  avoir 
ID  = IM,  c’est-à-dire  le  rayon  du  cercle  os- 
cillateur double  de  la  normale , quel  que  soit 
d’ailleurs  le  point  de  la  courbe  brachistochrone 
qu’on  considère,  et  comme  cette  propriété  n’ap- 
partient qu’à  la  cycloïde , il  en  résulte  que  la 
courbe  cherchée  est  un  arc  de  cycloïde. 

55o.  Pour  construire  la  cycloïde  à laquelle 
l’arc  AMB  appartient,  nous  observerons  qu’une 
normale  quelconque  a une  cycloïde  faisant  tou- 
jours avec  la  base  un  angle  égal  au  demi-angle 
au  centre  de  l’arc  développé,  il  en  résulte  que  si 
plusieurs  cycloïdes  ont  une  origine  commune , 
les  normales  qui  correspondent  à des  arcs  sem- 
blables développés  sont  toutes  parallèles  entre 
elles , et  comme  ces  normales  sont  proportion- 
nelles aux  longueurs  des  arcs  développés,  il  en  ré- 
sulte que  les  points  des  cycloïdes  qui  correspon- 
dent à ces  normales,  sont  situés  sur  une  même 
droite;  d’ailleurs  ces  normales  étant  des  cordes 
d’arcs  semblables  dans  des  cercles  différens,  elles 
sont  entre  elles  dans  le  rapport  des  diamètres 
des  cercles  générateurs;  ainsi  les  cordes  des  diffé- 
rentes cycloïdes  qui  ont  une  même  origine , et 
dont  les  bases  sont  sur  une  même  droite , sont 

entre 
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entre  elles,  lorsqu’elles  partent  de  l’origine  com- 
mune des  eycloïdes  dans  le  rapport  des  dia- 
mètres des  cercles  générateurs;  par  conséquent 
pour  construire  une  cycloïde  dont  l’origine 
soit  en  un  point  donné  et  dont  la  base  soit 
donnée  de  direction  et  qui  de  plus  passe  par 
un  point  donné,  on  décrira  une  cycloïde 
quelconque  qui  ait  même  origine  que  celle 
qu’on  cherche , et  dont  la  base  se  trouve  sur 
la  même  droite,  ensuite  on  mènera  par  l’origine 
et  le  point  donné  une  droite  qui  déterminera 
dans  la  dernière  cycloïde  une  corde  qui  sera 
à sa  correspondante  dans  l’autre , comme  le 
diamètre  du  cercle  générateur  de  la  cycloïde 
construite  est  à celui  dont  il  s’agit  ; dans  cette 
proportion  les  trois  premiers  termes  sont  con- 
nus , ainsi  il  sera  facile  d’en  déduire  le  qua- 
trième , après  quoi  il  sera  facile  de  construire 
la  cycloïde  proposée , puisqu’on  aura  la  direc- 
tion de  sa  base,  le  diamètre  du  cercle  généra- 
teur et  son  origine. 

55i.  Si  on  veut  construire  la  cycloïde  cher- 
chée par  points,  on  le  pourra  aisément  à l’aide 
d’un  autre  cycloïde,  car  les  cordes  correspon- 
dantes étant  entre  elles  dans  le  rapport  des  dia- 
mètres des  cercles  générateurs,  onaupa  {fig.  19), 

4o 
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AB  : Ab  ::  AC  : Ac, 

par  conséquent  la  droite  BC  est  parallèle  à 
BC.  Si  donc  par  le  point  A et  le  point  donné  b 
on  mène  la  corde  Ab  et  qu’on  tire  par  le  point 
A une  droite  quelconque  AC , que  l’on  joigne 
le  point  où  elle  coupe  la  cycloïdc  ABCD  par 
une  droite  BC  et  qu’ensuite  par  le  point  b on 
mène  une  parallèle  à BC , elle  coupera  la  ligne 
AC  en  un  point  C qui  appartiendra  à la  cy- 
cloïde , on  déterminera  autant  de  ces  points 
qu’on  jugera  convenable  pour  pouvoir  tracer 
la  courbe. 

552.  Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  a été  dit 
§ 549 , que  la  courbe  fautochrone  était  située 
dans  un  plan  vertical,  c’est  ce  qu'il  est  facile  de 
démontrer;  car  quelle  que  soit  cette  courbe,  si 
par  chacun  de  ses  points  on  abaisse  des  per- 
pendiculaires sur  le  plan  vertical  qui  passe  par 
les  deux  points  donnés,  il  faudra  que  la  courbe 
décrite  soit  telle , que  le  mobile  en  passant  d’une 
génératrice  à l’autre  puisse  y arriver  dans  le 
temps  le  plus  court , ce  qui  exige  que  les  élé- 
mens  de  la  courbe  soient  tous  perpendiculaires 
à ces  génératrices,  et  par  conséquent  que  la 
courbe  se  trouve  dans  le  plan  vertical  mené 
par  les  deux  points  donnés. 
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THÉORÈME. 

Si  dans  un  cercle  on  fait  rouler  un  autre 
cercle  d’un  diamètre  moitié  moindre , un 
point  quelconque  pris  dans  le  plan  de  ce 
dernier  cercle , décrit , dans  son  mouve- 
ment, une  ellipse  dont  les  demi-axes  sont 
égaux , l’un  à la  plus  grande  et  l’autre  à 
la  plus  petite  distance  de  ce  point  à la  cir- 
conférence de  ce  cercle. 

553.  Considérons  le  cercle  arrivé  dans  une 
position  telle  que  le  point  d’attouchement  des 
deux  cercles  soit  dans  la  direction  du  point 
donné  et  du  centre  du  cercle  auquel  ce  point  est 
lié  invariablement  ( fig . 20);  cela  posé,  supposons 
que  le  cercle  CDI  tourne  dans  l’intérieur  du 
cercle  ADB,  de  sorte  que  des  arcs  du  pre-i 
mier  cercle  s’appliquent  sur  des  arcs  de  lon- 
gueur égale  du  second  ; il  est  clair  que  si  dans 
line  nouvelle  position  CIG  de  ce  cercle,  on 
prend  à partir  du  point  G,  un  arc  GH  égal 
en  longueur  à l’arc  GD , le  point  H sera  la 
nouvelle  position  du  point  D sur  ce  cercle, 
et  il  se  trouvera  sur  le  diamètre  primitif  CD,* 
car  la  longueur  de  l’arc  GD  correspondant 
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dans  le  cercle  CHG  à un  angle  au  centre  deux 
fois  plus  grand,  il  en  résulte,  à cause  que  le  ' 
cercle  CDI,dans  toutes  ses  positions,  passe  par 
le  centre  C de  l’autre  cercle  que  l’angle  GCH  qui 
a pour  mesure  la  moitié  de  GH , est  égal  à un 
angle  au  centre  qui , dans  un  cercle  dont  le 
rayon  est  double , intercepterait  entre  ses  côtés 
un  arc  de  même  longueur  ; par  conséquent  la 
ligne  CH  est  dans  la  direction  de  la  ligne  CD,  de 
sorte  que  le  point  D dans  sa  nouvelle  position 
est  toujours  sur  le  diamètre  DD' , ainsi  ce  point 
décrit  dans  le  mouvement  du  cercle  le  diamètre 
DD'  ; si  par  ce  point  H et  le  point  I , centre  du 
cercle  CHG , on  mène  la  ligne  HIK , elle  coïn- 
cidera avec  le  diamètre  CD,  lorsque  le  cercle 
CDIsera  parvenu  dans  la  position  CHG  ; ainsi 
en  supposant  que  le  point  P est  celui  dont  on 
cherche  à déterminer  la  trace,  il  se  trouvera 
à une  distance  IK  du  centre,  égale  à yV;  si 
par  le  point  K on  abaisse  une  perpendiculaire 
KO  sur  CB,  et  qu’on  la  prolonge , elle  rencon- 
trera le  diamètre  CG  en  un  point  M éloigné  du 
point  I d’une  quantité  IM  = IK,  puisque  le  ■ 
triangle  KIM  est  semblable  au  triangle  CIH  qui 
a deux  côtés  égaux  ; ainsi  on  aura , à cause  de 
IK=>P,  MG  = CP  et  CM  = CH;  ainsi  le 
point  M se  trouve  sur  une  circonférence  de 


Digitized  by  Google 


DE  GÉOMÉTRIE.  629 

cercle  décrite  du  point  C comme  centre  avec 
un  rayon  égal  à DP;  mais,  si  par  ce  point  on 
mène  KN  parallèle  à CF,  on  aura  IL=IK, 
puisque  le  triangle  KIL  est  semblable  au  triangle 
HIG,  et  par  suite  CL  = CP:  par  conséquent 
le  point  L est  sur  une  circonférence  de  cercle 
décrite  du  point  C comme  centre,  avec  un 
rayon  égal  à CP,  d’où  il  suit  que  le  point  K 
est  à une  ellipse  dont  le  demi-grand  axe  est  DP 
et  le  demi  - petit  axe  est  CP  ; car  on  a. . . .• 
MO  : KO  ::  MC  : LC  DP  : PC , ce  qu’il  fallait 
démontrer. 

■ * 

554.  Si  on  suppose  quelepointP  soit  en  D,  le 
grand  axe  de  l’ellipse  sera  égal  au  diamètre  DD' 
et  le  petit  axe  sera  nul  ; par  conséquent  le  point 
D décrira  le  diamètre  DD'.  Si  le  point  P était 
sur  le  point  C , le  petit  axe  de  l’ellipse  serait 
nul , et  le  grand  axe  serait  égal  à AB  ; ainsi  le 
point  C , dans  le  mouvement  du  cercle , se 
trouve  toujours  sur  le  diamètre  AB  ; de  sorte 
que  les  points  D et  C,  dans  le  mouvement  du 
cercle  CDI , ne  sortent  point  de  dessus  les  dia- 
mètres auxquels  ils  appartiennent. 

Enfin  si  le  point  P était  le  milieu  de  CD,  l’el- 
lipse décrite  aurait  ses  deux  axes  égaux , et  par 
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conséquent  serait  un  cercle,  ce  qui,  dans  c© 
cas  est  tout  à fait  évident. 

THÉORÈME. 

Dans  la  Logarithmique  la  soutangente  est 
constante. 

555.  Soit  x et  y les  coordonnées  d’un  point  M 
de  la  courbe  ( ji g.  21),  x'  et  y'  les  coordonnées 
d’un  autre  point  M';  Si  par  ces  deux  points  on, 
mène  une  droite  indéfinie , elle  coupera  l’axe 
des  abscisses  en  un  point  ; si  par  les  mêmes, 
points  M et  M',  on  abaisse  des  perpendiculaires  » 
sur  cet  axe,  et  que  par  le  point  M on  mène  une 
parallèle  à cet  axe , et  qui  soit  terminée  à l’or- 
donnée MT7,  on  aura  deux  triangles  MPS  et 
M'QM  qui  seront  semblables  et  qui  donne-, 
ront  en  représentant  PS  par  s , l’équation 

- = v ~ x ; mais  par  la  nature  de  la  courbe . 
y y — y*  1 ’ 

on  a y = ax\  ainsi  on  aura 

a*  ( x'  — x ) x'  — x 

^ a?  — ax  ax'~x — 1 

Cette  équation  nous  fait  voir  que  la  sousécante 
est  la  même , lorsque  la  différence  des  abscisses 
est  la  même  quelque  part  d’ailleurs  que  soient 
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pris  les  deux  points  sur  la  courbe,  et  quelque 
petit  que  soit  l’intervalle  qui  se  trouve  entre 
ces  deux  points;  d’où  il'  résulte  que  quand  cet 
intervalle  sera  nul,  cela  aura  encore  lieu;  et 
tomme  dans  ce  cas  la  sécante  devient  tangente, 
il  s’ensuit  que  dans  la  logarithmique,  la  soutan- 
gente  est  constante*  c’est  d’ailleurs  ce  qu’il  est 
facile  d’établir  en  toute  rigueur  ; car,  s’il  pouvait 
exister  une  différence  entre  deux  quelconques 
d’entre  elles,  entre  celles  du  point  M et  celle  du 
point  m par  exemple  (fig.  22),  prenons  sur  la 
plus  grande  pt  une  partie  pk  égale  à la  plus 
petite  PT  ; si  on  joint  le  point  K et  le  point  m 
par  une  droite , il  est  facile  de  voir  que  cette 
droite  sera  une  sécante , et  qu’elle  coupera  la 
courbe  en  un  second  point  ra;  si  de  ce  point 
ôn  abaisse  l’ordonnée  no  et  que  l’on  porte  po 
de  P en  O , et  qu’ensuite  on  élève  l’ordonnée 
0N,  on  aura , en  tirant  la  ligne  NM  une  sécante 
dont  la  sousécante  P w sera  égale  à pk  ; mais 
cette  dernière  ligne  est  égale  à PT,  ainsi 
on  aurait  Ptv=PT,  ou  la  partie  égale  au 
tout , ce  qui  est  absurde  ; donc  il  ne  peut  y 
avoir  dans  la  logarithmique  d’inégalité  entre 
les  soutangentes , par  conséquent  elles  sont 
toutes  égales  entre  elles.  - "» 
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THÉORÈME. 

Dans  la  logarithmique  y ï espace  total  com-i 
pris  entre  une  ordonnée  et  V asymptote , 
est  égal  au  rectangle  fait  sur  cette  ordon- 
née et  la  soutangente. 

556.  Soit  Met  m deux  points  de  cette  courbe, 
que  nous  supposerons  infiniment  près  l’un  de 
l’autre  ( fig . a3  );  si  par  l’un  et  par  l’autre  de  ces 
points  on  mène  des  tangentes  à la  courbe,  et  des 
ordonnées  à l’axe  PX  qui  en  est  l’asymptote , on 
aura  en  vertu  des  propriétés  de  cette  courbe , 
PT  = pt ; cela  posé,  les  points  M etm  étant 
infiniment  près , le  petit  arc  M m se  confond 
avec  la  tangente  au  point  M ; si  par  le  point 
T on  mène  To  parallèle  à mT  et  TA  parallèle 
aux  ordonnées,  on  aura  un  parallélogramme 
KToM  qui  sera  divisé  par  la  diagonale  MT  en 
deux  également , par  conséquent  le  triangle 
mTo  est  égal  au  triangle  MT  A , et  cqmme  ce- 
lui-ci ne  diffère  de  MTi  que  du  triangle  TrR  qui 
est  infiniment  petit,  par  rapport  à MTf , on  aura 
MTo  = MT£;  si  par  un  autre  point  m * on 
mène  une  tangente  m't'  à la  courbe,  et  que  par 
le  point  T on  lui  mène  une  parallèle  To',  ôn 
aura  en  supposant  les.  points  m et  m'  infini-» 
paent  rapprochés , l’espace  mtt'm'm  égal  au 
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triangle  TW,  et  ainsi  de  suite;  par  conséquent 
l’espace  total  compris  entre  la  courbe,  l’asymp- 
tote et  la  tangente  est  égal  à la  somme  de  tous 
les  triangles  élémentaires  dont  se  compose  le 
triangle  MPT,  c’est-à-dire  au  triangle  lui- 
même  : si  à cet  espace  on  ajoute  le  triangle 
mPT,  on  aura  pour  l’espace  total  compris  • 
entre  la  courbe , une  ordonnée  et  l’asymptote 
un  espace  double  de  l’aire  du  triaDgle  fait  sur 
l’ordonnée  etlasoutangente,  et  par  conséquent 
égal  au  parallélogramme  fait  sur  la  soutan- 
gente  et  l’ordonnée. 

557.  Si  on  veut  avoir  la  portion  de  l’aire  com- 
prise entre  la  courbe,  une  ordonnée  quelconque 
et  la  partie  de  l’asymptote  comprise  entre  ces 
deux  ordonnées,  il  est  facile  de  voir  qu’on 
l’obtiendra  en  construisant  un  parallélogramme 
sur  la  soutangente  et  la  différence  des  ordon- 
nées , en  effet , l’espace  total  IMPX  {fig.  a4  ), 
est  égal  au  parallélogramme  fait  sur  la  soutan- 
gente PT  et  l’ordonnée  PM,  de  même  l’espace 
I mpX  est  égal  au  parallélogramme  fait  sur  la 
soutangente  PT  et  l’ordonnée  pm,  par  consé- 
quent la  différence  de  ces  deux  espaces , où 
l’aire  M/n/?P,est  égale  au  parallélogramme  cons- 
truit sur  la  soutangente  et  la  différence  des 
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ordonnées,  c’est-à-dire  égal  au  parallélogramme 
MOQR. 

558.  Il  est  aussi  facile  de*  voir  que  la  portion 
de  l’aire  comprise  entre  la  courbe,  deux  tan- 
gentes quelconques  et  l’asymptote  est  égale  au 
triangle  qu’on  formerait  avec  les  deux  tan- 
gentes menées  aux  extrémités  de  l’arc  et  dont 
l’angle  compris  serait  égal  à celui  que  ces  deux 
tangentes  font  entre  elles. 

\55g.  Le  résultat  auquel  nous  venons  d’arriver 
ci-dessus,  quoique  singulier  en  apparence,  puis- 
qu’il donne  une  aire  finie  pour  une  surface  -.qui 
s’étend  à l’infini , n’offre  cependant  rien  qui 
choque  trop  ouvertement  les  idées  reçues , 
car  si  on  considère  des  ordonnées  équidis- 
tantes entre  elles,  on  aura  en  menant  par  l’ex- 
trémité de  chacune  d’elles  des  parallèles  à l’axe 
des  abscisses,  une  suite  de  parallélogrammes 
circonscrits  à la  courbe,  dont  la  somme  sur- 
passera l’aire  asymptotique,  et  comme  cette 
somme  donne  une  aire  finie , il  en  résulte  que 
l’aire  comprise  entre  la  courbe,  une  asymptote 
et  une  ordonnée  quelconque  est  aussi  une  quan- 
tité finie.  Pour  montrer  de  quelle  manière  il 
arrive  que  la  somme  des  parallélogrammes  cir- 
conscrits est  une  quantité  finie,  désignons  par  x 
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la  distance  de  l’origine  à la  première  ordonnée, 
et  par  d l’intervalle  qui  sépare  les  ordonnées, 
successives,  oh  aura 


y = a* , y = a*~A,  y"  = a*-** , ÿ"  — a*-2*,  etc. 

or  la  somme  des  parallélogrammes  circonscrits 
est  à celui  qui  correspond  à la  plus  grande  or- 
donnée comme  la  somme  de  tontes  les  or- 
données est  à la  première;  ainsi  si  on  désigne 
par  S la  somme  des  parallélogrammes  circons- 
crits et  par  P le  premier  de  tous  ces  paral- 
lélogrammes, on  aura 


S y 4-  y'  + y"  + etc. 

P y 

+ •••  = 


— i + a~* 


-j-  a~id  -f-  o--^ 


par  conséquent 
S 


ainsi  le  second  membre  et  par  suite  le  premier 
est  une  quantité  finie.  • 
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THÉORÈME. 

Le  solide  engendré  par  l’aire  asymptotique 
de  la  logarithmique , en  tournant  autour 
de  son  asymptote , est  égal  à une  fois  et 
; demie  le  cône  engendré  par  le  triangle 
formé  par  une  ordonnée , la  tangente  et 
la  soutangente  qui  correspondent  à cette 
ordonnée . 

56o.  Soit  MP  l’ordonnée  qui  termine  l’espace 
générateur  ( fig.  a5  ) ; si  par  le  point  m placé 
infiniment  prés  de  M,  on  mène  une  tangente 
terminée  par  l’asymptote,  elle  peut  être  consi- 
dérée comme  étant  le  prolongement  du  petit 
arc  M m.  Cela  posé,  si  les  triangles  MP£  et 
MPT  font  une  révolution  autour  de  l’asymptote 
P Z , la  différence  des  cônes  engendrés  par  les 
triangles  MPi,  MPT  sera  égal  au  cercle  dont 
le  rayon  est  MP  multiplié  par  par  con- 
séquent il  sera  le  tiers  du  solide  engendré  par 
MP pm.  Si  par  un  point  m',  placé  infiniment 
près  de  m,  on  mène  une  tangente  jusqu’à  l’a- 
symptote, elle  formera  avec  cette  asymptote 
et  la  tangente  mt  qui  lui  est  infiniment  voisine, 
un  triangle  mtt'  qui,  en  tournant  autour  de 
l’asymptote , sera  le  tiers  du  solide  élémentaire 


I 


DE  GÉOMÉTRIE.  6 jf 

engendré  par  la  révolution  de  mm'tt , en  tour- 
nant autour  du  même  axe  et  ainsi  de  suite; 
par  conséquent  le  solide  engendré  par  les 
triangles  élémentaires  dont  se  compose  l’espace 
ZTMz,  est  contenu  trois  fois  dans  celui  qui 
est  engendré  par  les  trapèzes  élémentaires  qui 
composent  l’espace  ZPMz  ; ainsi  puisque  le 
premier  solide  est  contenu  deux  fois  dans  le 
cône  engendré  parle  triangle  MPT,  il  n’est  donc 
que  la  moitié  de  ce  cône  ; par  conséquentle  solide 
dont  il  s’agit  est  égal  à une  fois  et  demie  le  cône 
engendré  par  le  triangle  PTM , en  tournant 
autour  de  l’asymptote. 

THÉORÈME. 

\ r 

Le  solide  engendré  par  l’espace  asympto- 
tique de  la  logarithmique  3 en  tournant 
autour  de  l’ordonnée  , est  égal  au  sextuple 
du  cône  engendré  dans  le  même  mouve- 
ment par  le  triangle  formé  par  cette  or- 
donnée , la  tangente  correspondante  et  la 
soutangente. 

56i . Soit  MZ  la  courbe  dont  il  s’agit  ( fg.26), 

PQ  son  asymptote , MP  l’ordonnée  autour  de 
laquelle  tourne  l’espace  asymptotique  QPMZ; 
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si  par  deux  points  quelconques  de  la  courbe, 
mais  placés  infiniment  près  l’un  de  l’autre , on 
mène  deux  tangentes  mt  et  m't elles  déter- 
mineront un  petit  triangle  élémentaire  mtt 
qui  aura  son  sommet  en  t,  puisque  la  tangente 
m't'  est  le  prolongement  de  l’élément  de  courbe 
mm' , le  solide  engendré  par  ce  triangle , en 
tournant  autour  de  l’ordonnée  MP,  sera  la 
différence  des  deux  solides  engendrés  par  les 
trapèzes  mtPo  et  mt'Po , c’est  à-dire  la  diffé- 
rence de  deux  troncs  de  cône  de  même  hau- 
teur; or  par  la  proposition  vi  du  huitième  livre 
de  la  Géométrie  de  M.  Legendre , la  solidité 
d’un  tronc  de  cône  est  égale  à trois  cônes  qui 
auraient  pour  hauteur  commune  la  hauteur  du 
tronc , pour  bases , la  base  supérieure , la  base 
inférieure  et  une  moyenne  proportionnelle  entre 
les  deux  bases  ; par  conséquent  si  on  désigne 
l’ordonnée  mp  par  y,  la  distance  P p par  k , 
la  soutangente  pt  par  s et  la  partie  tt'  par  ® , 
l’expression  du  solide  engendré  par  le  triangle 
tmtf  sera 

-f-{c  * +*•+(* +o*}- 
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-Cette  expression  se  réduira,  en  ne  tenant  aucun 
■compte  des  quantités  de  l’ordre  de  celles  qu’on 
peut  négliger , à 

l 

k -+-  f }; 

t 

si  on  désigne  par  t la  surface  du  petit  triangle 
mtt',  cette  expression  deviendra  égale  à 

a 7rht  -f-  | wst , 

puisque  a>y  — a t.  Si  des  points  m et  m'  on 
abaisse  des  perpendiculaires  sur  l’asymptote, 
on  aura  un  trapèze  élémentaire*  mm'pp , qui 
en  tournant  autour  de  l’ordonnée  MP,  engen-1 
drera  un  solide  qui  sera,  à un  infiniment  petit 
près,  la  différence  de  deux  cylindres  dont  la 
hauteur  commune  est  y , et  dont  les  rayons 
des  bases  sont  £-f-«etÆ,  et  qui  par  consé- 
quent aura  pour  expression 

{ ( k + • Y — } , 

laquelle  se  réduira  en  ne  tenant  aucun  compte 
des  quantités  négligeables  à 2-7 xkya>7  ou  à farkt, 
puisque  a>y  ==  at. 

Si  du  double  de  27 rkt  -f-  xst  qui  est  l’expres- 


Digitized  by  Google 


64o  MELANGES 

sion  du  double  du  cône  engendré  par  le  triangle 
mtt! , on  retranche  4 yrkt,  qui  est  celle  du  so- 
lide engendré  par  le  petit  trapèze  mpp'm' , 
il  restera  f 7rst\  par  conséquent,  si  du  double 
de  la  somme  des  conoïdes  engendrés  par  les 
triangles  élémentaires  qui  composent  l’espace 
asymptotique  QMPZ,  qui  est  égal  au  triangle 
MPT  ; on  en  retranche  le  solide  engendré  par 
la  somme  des  petits  trapèzes  il  restera  f IlsT 
puisque  l’aire  QTMZ  est  égale  au  triangle  MPT  j 
d’ailleurs  en  retranchant  le  solide  engendré  par 
QPMZ  du  double  de  celui  qui  est  engendré  par 
l’espace  QPTZ,  il  reste  l’excès  du  solide  en- 
gendré par  QPMZ  sur  le  cône  engendré  par  le 
triangle  MPT,  ou  l’excès  du  solide  décrit  par 
QPMZ  sur  le  double  du  cône  engendré  par  le 
triangle  MPT , ou  en6n  l’excès  du  solide  décrit 
par  QPMZ  sur  le  double  du  cône  engendré 
par  le  triangle  MPT  • doncle  solide  dont  il  s’agit 
est  égal  à f^T  plus  deux  fois  le  cône  MPT, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  à 4ttîT;  puisque 
le  cône  MPT  ==  |ttîT  , et  comme  47wT  est 
égal  à six  fois  |^T , il  en  résulte  que  le  solide 
engendré  par  l’espace  asymptotique  de  la  lo- 
garithmique, en  tournant  autour  d’une  ordon- 
née , est  sextuple  du  cône  engendré  par  le 
triangle  formé  par  celte  ordonnée , la  tangente 

et 
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et  la  soutangente  qui  correspondent  à cette 
ordonnée. 

562.  On  peut  arriver  aisément  au  même  ré- 
sultat en  ayant  recours  au  théorème  de  Guldin  ; 
en  effet,  le  solide  engendré  par  le  triangle  mtt' 
( fig . 26  ) , est  égal  au  produit  de  l’aire  de  ce  tri- 
angle par  la  circonférence  que  décrit  son  centre 
de  gravité  ; si  donc  on  désigne  par  k la  distance 
du  sommet  de  ce  triangle  à l’axe  MP  il  sera  ex- 
primé par  t cir.  ( k -f-  ^ ^ , ou  bien  par. . . 

2 irlct  -f-  \7Tst-,  d’ailleurs  le  solide  engendré  par 
le  petit  trapèze  étant  égal  à multiplié  par  la 
circonférence  que  décrit  le  centre  de  gravité  de 
ce  trapèze,  il  aura  pour  expression  2£.cir.  k,  ou 
bien  torkt  Si  du  double  de  la  première  expres- 
sion on  en  retranche  la  seconde,  il  restera  fzrst; 
d’où  il  résulte  que  le  double  du  solide  engendré 
par  l’espace  QMTZ,  diminué  de  celui  qui  est  en- 
gendré par  QMPZ,  est  égal  à |ttsT  ; ainsi  on 
aura  en  ajoutant  deux  cônes  égaux  à MPT , le 
solide  décrit  par  QMPZ  ; et  comme  un  de  ces 
cônes  est  égal  à il  en  résulte  que  le  solide 

dont  il  s’agit  est  égal  à 4ttsT,  et  par  conséquent 
égal  au  sextuple  du  cône  MPT. 

563.  Au  moyen  du  théorème  que  nous  venons 

4i 
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d’établir , et  de  celui  de  l’article  660 , il  est 
facile  de  trouver  le  centre  de  gravité  de  l’aire 
asymptotique  QMPZ,  carie  solide  engendré  par 
cette  aire , en  tournant  autour  d’une  ordonnée, 
étant  égal  au  double  de  l’aire  du  triangle  TMP, 
multiplié  par  la  circonférence  que  décrit  le  centre 
de  gravité , il  en  résulte  que  la  distance  du 
centre  de  gravité  à cette  ordonnée , est  égale 
à la  soutangente;  on  trouvera  de  même  que  la 
distance  du  centre  de  gravité  à l’asymptote  est 
égale  au  quart  de  la  soutangente  ; ayant  les 
coordonnées  du  centre  de  gravité,  rien  n’est 

plus  facile  que  de  l’assigner. 

✓ / 
664.  On  voit  par  ce  qui  vient  d’être  dit, 
qu’il  est  facile  de  trouver  le  centre  de  gravité 
de  l’aire  comprise  entre  la  courbe,  deux  or- 
données quelconques  et  la  portion  de  l’asymp- 
tote comprise  entre  ces  deux  ordonnées;  on 
trouvera  aussi  aisément  le  centre  de  gravité  de 
l’aire  comprise  entre  un  arc  de  la  courbe , les 
deux  tangentes  menées  aux  extrémités  de  cet 
arc  et  la  portion  de  l’asymptote  comprise  entre 
ces  deux  tangentes.  J1  en  est  de  même  du  centre  - 
de  gravité  de  l’espace  asymptotique  terminé 
à une  taogente  quelconque  à la  courbe. 


I 
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Quadrature  d’une  Parabole. 

» 

565.  La  parabole  s’étendant  indéfiniment  dans 
lé  sens  de  ses  diamètres , rien  ne  limite  l’aire 
comprise  entreses  branches.  Onpeutnéanmoins 
évaluer  celle  d’un  de  ses  scgmens , c’est-à-dire 
la  portion  de  l’aire  comprise  entre  un  arc  do 
la  courbe  et  la  droite  qui  joint  ses  extrémités  ■ 
cette  courbe  est  parmi  toutes  celles  que  les  géo- 
mètres ont  considérés,  la  première  qui  ait  offert 
l’exemple  d’une  quadrature  absolue  et  rigou- 
reuse , Archimède  a démontré  le  premier  que 
l’aire  d’un  segment  parabolique  quelconque  est 
toujours  les  deux  tiers  du  parallélogramme  cir- 
conscrit à ce  segment  : c’est  ce  théorème  que 
nous  allons  démontrer,  i • - 

SoitMAN  {fig.  a6  ) , un  segment  de  parabole  j 
si  par  le  point  P,  milieu  de  MN,  on  mène  la 
droite  PA  parallèle  à l’axe,  elle  sera  un  diamètre 
et  divisera  toutes  les  droites  parallèles  à MN,  et 
par  conséquent  l’aire  du  segment  en  deux  par- 
ties égales  ; si  par  le  point  M on  mène  la  tan- 
gente MT,  on  aura  AT  = AP,  si  par  tout 
autre  point  m de  cette  courbe,  on  mène  u^a 
ordonnée  mp  au  diamètre  AP,  et  une  tangent© 
mi  à la  même  courbe , on  aura  Ai  = Ap,  ainsi 

4j.  . 
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Tt  = Vp  ; si  on  prolonge  la  tangente  mi  jusqu’à 
ce  qu’elle  rencontre  la  tangente  voisine  MT  en 
quelque  point  i,  et  que  parle  point  m on  mène 
une  parallèle  au  diamètre,  on  aura  un  triangle 
T it  et  un  parallélogramme  mpVo  qui  aurdnt 
même  base,  et  qui  dans  l’infiniment  petit  auront 
même  hauteur;  ainsi  l’espace  élémentaire  T it 
du  triangle  mixtiligne  , sera  la  moitié  de 
l’espace  élémentaire  correspondant  dans  la 
demi-segment  de  parabole,  par  conséquent  le 
triangle  mixtiligne  TAM  sera  la  moitié  du  de- 
mi-segment de  parabole,  ainsi  le  demi-segment 
de  parabole  est  les  deux  tiers  du  triangle  MPT 
tait  sur  l’ordonnée  et  la  soutangente,et  par  suite 
’ les  deux  tiers  du  parallélogramme  fait  sur  la 
moitié  de  l’abcisse  et  l’ordonnée;  le  demi-segment 
inférieur  APN  étant  égal  au  demi-segment  supé- 
rieur APM , il  en  résulte  que  le  segment  total 
MAN  est  les  deux  tiers  du  parallélogramme  qui 
lui  est  circonscrit. 

Evaluation  d’un  segment  de  paraboloïde. 

566.  Par  le  point  le  plus  éloigné  de  la  base  du 
segment,  concevons  une  droite  parallèle  à 
l’axe  de  révolution , et  par  un  point  de  cette 
droite  situé  dans  l’intérieur  de  ce  segment  et 
à une  distance  infiniment  petite  de  la  base, 


; < 
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concevons  un  plan  qui  lui  soit  parallèle , on 
aura  une  tranche  infiniment  mince  dont  le 
volume  se  confondra  avec  le  cylindre  qui  au- 
rait pour  base  celle  du  segment,  et  pour  hau- 
teur l’épaisseur  de  la  tranche  ; cela  posé  , si 
on  conçoit  un  cône  dont  le  sommet  soit  sur 
le  diamètre  AP  de  l’autre  côté  de  l’origine  , à 
une  distance  AT  = AP,  jig.  26,  et  qui  ait 
même  base  que  le  segment  de  paraboloïdc , il 
sera  tangent  à la  surface  de  révolution , puis- 
que les  intersections  du  cône,  par  les  plans 
conduits  suivant  le  diamètre  AP,  sont  tan- 
gentes aux  paraboles.qui  sont  les  intersections 
de  ce  même  plan  avec  la  surface  du  parabo- 
loïde.  Si  on  prend  ensuite  At  — Ap , le  point 
‘ t sera  le  sommet  d’un  cône  dont  la  surface 

• sera  le  prolongement  de  la  petite  zone  élé- 
■'  mentaire  comprise  entre  les  deux  plans  in- 
finiment rapprochés , la  différence  des  cônes 
qui  est  la  partie  du  solide  comprise  entre  les 
deux  surfaces  coniques , sera  égale  à la  base 

' commune  multipliée  par  le  tiers  de  la  différence 
des  hauteurs,  et  par  conséquent  sera  égale  au 

• tiers  du  petit  cylindre  élémentaire  MPpra  qui 
1 ui  correspond  dans  le  segment  de  paraboloïde  ; 

• ainsi  la  somme  des  petits  volumes  élémentaires 
com  pris  entre  les  surfaces  coniques  infiniment 
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voisines  et  ayant  leur  centre  sur  le  diamètre 
TP , est  le  tiers  de  la  somme  des  cylindres 
élémentaires  correspondais  dans  le  segment 
de  paraboloïde  ; d’où  il  résulte  que  le  solide 
extérieur  au  segment  est  contenu  trois  fois 
dans  ce  segment , et  par  suite  quatre  fois  dans 
le  cône  circonscrit  : le  segment  de  paraboloïde 
est  donc  les  trois  quarts  de  ce  cône  ; et  comme 
ce  cône  est  les  deux  tiers  du  cylindre  circons- 
crit au  segment,  puisqu'il  a même  base  et  une 
hauteur  double,  il  en  résulte  que  ce  segtoent 
de  paraboloïde  est  les  f des  § du  cylindre  cir- 
conscrit , ou  , ce  qui  ce  vient  au  même  , la 
moitié  de  ce  même  cylindre. 

567.  Si  on  voulait  avoir  le  centre  de  gravité 
d’un  segment  de  paraboloïde,  il  faudrait  le  con- 
cevoir décomposé  en  tranches  infiniment  minces 
d’égales  épaisseurs  et  parallèles  à la  base , le 
centre  de  gravité  de  chacune  d’elles  se  trouvant 
sur  la  droite  menée  par  le  sommet  du  segment 
parallèlement  à l’axe  de  révolution,  le  centre  de 
gravité  du  segment  s’y  trouvera  aussi,  et  comme 
les  intensités  des  forces  appliquées  aux  diffë-^ 
rens  points  de  cette  droite  varieront  dans  le' 
rapport  des  carrés  des  ordonnées  d’une  sec- 
tion faite  suivant  le  diamètre,  et  par  conséquent 
* 4 
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dans  le  rapport  de  leur  distance  au  sommet , 

il  s’ensuit  que  le  centre  de  gravité  se  trouvera 
aux  deux  tiers  du  diamètre,  à partir  de  l’ori- 
gine , puisque  le  centre  de  gravité  d’une  droite 
aux  différens  points  de  laquelle  on  applique 
des  forces  proportionnelles  aux  distances  de 
ces  mêmes  points  à l’une  des  extrémités,  peut 
être  considéré  comme  le  centre  de  gravité  d’un 
triangle  dont  la  base  serait  divisée  par  une  des 
extrémités  en  deux  parties  égales , et  dont  le 
sommet  serait  placé  à l’autre  extrémité. 

THÉORÈME. 

Le  produit  d’un  nombre  quelconque  de  fac- 
teurs variables  , qui  pris  ensemble  font 
une  même  somme  , est  un  maximum , 
lorsque  tous  les  facteurs  sont  égaux  entre 
eux. 

568.  Supposons  d’abord  deux  facteurs  dont 
la  somme  soit  ap;  si  on  représente  l’un  des 
facteurs  par  p- f-<f,  l’autre  sera  p — et  le 
produit  du  premier  par  le  second  sera  p • — * j 
, or  ce  produit  est  toujours  moindre  que  p*  j 
ainsi  le  produit  de  deux  facteurs  qui  font  une 
même  somme  est  un  maximum , lorsque  les 
deux  facteurs  sont  égaux. 
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5 69.  Si  on  prend  trois  facteurs  dont  la  somme 

soit  3 p,  et  que  l’on  représente  l’un  de  ces  fac- 
leurs  par  p + a,  uu  autre  par  p + b,  le  troi- 
sième sera  p — a — b,  et  le  produit  des  trois 
facteurs  sera  p3 — p — ab(a-\-b+p ) ; 
or  parmi  les  trois  facteurs  p-\-a,  p+b,p — a — b, 
il  s’en  trouve  nécessairement  deux  qui  sont 
à la  fois  plus  grands  ou  plus  petits  que  p , 
puisque  si  tous  trois  étaient  plus  grands  ou  plus 
petits  que  p , leur  somme  serait  plus  grande 
ou  plus  petite  que  3 p , ce  qui  est  contre  l’hy- 
pothèse ; ainsi  on  peut  toujours  supposer  que 
a et  b sont  de  même  signe  ; si  on  les  suppose 
positifs,  le  produit  p 3 — (a'-\-b')p-~  ab(p+a+b) 
est  nécessairement  moindre  que  p 3;  s’ils  sontné- 
gatifs,  le  produit  p3 — ( a'+b%)p — ab(p — a — b) 
est  encore  plus  petit  que  p3,  puisque  p — a — b 
est  positif  ; ainsi  le  produit  de  trois  facteurs 
qui  font  une  même  somme,  est  un  maximum , 
lorsque  les  trois  facteurs  sont  égaux;  on  voit 
de  plus  que  le  produit  de  trois  facteurs  inégaux, 
qui  font  une  même  somme,  augmente  à mesure 
que  l’inégalité  de  ces  facteurs  diminue. 

570.  En  général  le  produit  d’un  nombre  quel- 
conque de  facteurs  qui  font  une  même  somme , 
ne  peut  être  un  maximum,  à moins  que  les 
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facteurs  ne  soient  égaux  entre  eux  ; car  si 
m,  n,  p,  q,  r,. . . étaient  les  facteurs  qui  cor- 
respondent au  produit  maximum , et  qu’il  pût 
exister  de  l’inégalité  entre  deux  facteurs  m et 
n par  exemple,  on  pourrait  sans  rien  changer 
aux  facteurs  p,  q,  r,  ....  substituer  aux  fac- 
teurs metn  deux  facteurs  égaux  dont  la  somme 
serait  la  même , et  qui  donnerait  un  produit 

plus  grand  que  mnpqr ; par  conséquent 

ce  dernier  produit  ne  serait  point  le  produit 
maximum , ce  qui  est  contre  l’hypothèse. 

57 1 . De  ce  qui  précède  il  résulte  que  si  on  veut 
partager  un  triangle  en  trois  autres  triangles 
qui  aient  un  sommet  commun,  et  dont  le  pro- 
duit soit  un  maximum , il  faut  qu’ils  soient  tous 
égaux  entre  eux,  et  par  conséquent  que  le  som- 
met commun  de  ces  triangles  se  trouve  au 
centre  de  gravité  du  triangle  proposé. 

PROBLÈME. 

Partager  une  quantité  donnée  en  un  nombre 
quelconque  de  parties , de  manière  que  le 
produit  de  ces  parties  élevées  chacune  à 
des  puissances  données,  soit  un  maximum. 

572.  Si  on  désigne  par  a la  quantité  donnée, 
et  que  l’on  représente  par  x,  y,  z,  t. . .,les  par- 
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ties  dans  lesquelles  on  décompose  cette  quan- 
tité, et  que  m,  n,  p,  q. . . . , marquent  les  de- 
grés des  puissances  de  x , y,  z , il 

faudra  qu’on  ait  à la  fois 


+ * + = a , 

et 

xm  y*  zf  f . . . . s=s  maximum. 


Pour  satisfaire  à la  dernière  condition,  nous 
observerons  qu’on  a toujours 


i 

et  comme  mm  pr  q f r*  est  constant,  on  ne  peut 
satisfaire  à la  condition  énoncée  qu’autant  que 

; (ï)-«)*okï)’ 

sera  un  maximum.  Or  ce  produit  contient  un 
nombre  m de  facteurs  égaux  à ~ , dont  la 
somme  fait  x , un  nombre  n de  facteurs  égaux 
à Z , dont  la  somme  fait  y,  un  nombre  p de 
facteurs  égaux  à r- , dont  la  somme  fait  r,  un 

nombre  q de  facteurs  égaux  à ^ , dont  la  somme 
fait  t , et  ainsi  de  suite , ainsi  tous  ces  facteurs 


V. 


» 
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sont  au  nombre  de  m + n+p  + q. . . . ; et 
comme  leur  somme  est  une  quantité  constante 
égale  à a , le  maximum  de  leur  produit  ne 
peut  avoir  lieu  à moins  qu’ils  ne  soient  tous 
égaux  entre  eux;  par  conséquent  chacune  des 
parties  est  égale  à 

r a 

’»  + n+p+g  + ..^ 

et  comme  x contient  un  nombre  m de  ces  par- 
ties, que  y en  contient  un  nombre  n , que  z en 
contient  un  nombre  p , que  t en  contient  un 
nombre  q,  et  ainsi  de  suite,  on  trouvera  que 


ma 


m 

n 

+ p 

+ 

q . . . 

na 

m 

+ 

n 

+ p 

q . . . 

pa 

m 

+ 

n 

+ P 

q : 

qa 

m 

+ 

n 

+ P 

+ 

q . . . 

ainsi  les  parties  dans  lesquelles  il  faut  décom-. 
poser  la  quantité  a,  sont  proportionnelles  aux 
degrés  de  leur  puissance. 

'7  5.  Ce  qui  vient  d’être  démontré  peut  foci- 
lercwit  s’étendre  au  cas  où  les  puissances 

\ 

\ 

\ \ . 

V 1 
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seraient  fractionnaires  j car  si  le  produit 

m_  n p 4 

i"'/  F' . . . 

est  un  maximum , il  faut  que  ce  produit  élevé 
à la  puissance  m'rip’q1....,  soit  un  maxi- 
mum-, et  comme  par  cette  opération,  on  ra- 
mène le  cas  que  nous  considérons  à celui  où  il 
s’agirait  de  faire  un  maximum  du  produit 

nn'p'q'  # # ynm'p'qf * * # ^ # ^ 


il  faut  que  les  valeurs  de  x,  y,  z,  t . . . . soient 
respectivement  égales  à la  quantité  a , multi- 
pliée par  le  rapport  de  l’exposant  de  chacune 
des  variables  dans  ce  dernier  produit,  à la 
somme  des  exposans  de  toutes  ces  variables  j 
ainsi  on  aura  encore 


™ „ 4,  J 

C m 

i 7 

+ 

n 

“7 

+ p-  + 

n 

* 

+ * • • 

rn  < 

t m 

n 

p 

9 

n 

y = —,  a : ; 

f m 

4- 

n 

~7 

+ £ + 

9 

_/ 

J n 

l m 

n 

p 

<7 

. ( "i  ra  , P , <7  { 

? « • { s + n + ? +-  ? + • • • ) 

2 ,a:{-+»+t  + L + .\.) 

, q l 77i  n p q 


\ 
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PROBLÈME. 

On  propose  d’inscrire  dans  un  triangle 
donné  un  parallélogramme  dont  deux 
côtés  se  trouvent  sur  deux  côtés  de  ce 
triangle  et  dont  le  produit  de  la  puissance 
m de  la  base  par  la  puissance  n du  côté 
adjacent  soit  un  maximum. 


674.  Soit  ABC  le  triangle  proposé  ( fig.  27  ) > 
ADEF  le  parallélogramme  dont  il  s’agit , si  on 
considère  les  triangles  ABC  et  BDE,  on  aura 
BD  . DE  ::  AB  : AC,  de  cett«  proportion  on 

tire  DE  = ~ . BD,  ainsi 


m n 

AF  X AD  = 


m 

AC 


AB 


bd” X ad" 


t _ _ " 1 7n  ■ ■ ■—  n 

par  conséquent  le  produit  de  AF  par  AD  ne 

peut  être  un  maximum  à moinsque  Bd”x  Ad" 
ne  soit  aussi  un  maximum,  et  comme  les  fac- 
teurs AD  et  BD  font  toujours  une  même  somme 
égale  à AB , il  faut  tpie  les  lignes  BD  et  AD 
soient  entre  elles  dans  le  rapport  de  ma  n , et 
par  suite  que  la  base  supérieure  du  parallélo- 
gramme divise  les  cotés  adjacens  à la  base  du 
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triangle  en  parties  qui  soient  entre  elles  dans 
le  rapport  de  m à n. 

PROBLÈME.  ' 

Par  un  point  pris  sur  une  hyperbole  , on 
propose  de  mener  une  tangente  à cette 
courbe. 

5^5.  Soit  x*1  y*  = am~hn  l’équation  de  l’hy- 
perbole dont  il  s’agit,  M le  point  de  la  courbe  par 
lequel  on  veut  mener  la  tangente  ( fig.  a8),  si  Tt 
est  la  tangente  dont  il  s’agit , et  que  par  un 
point  M'  différent  de  M on  mène  les  ordon- 
nées M'  P',  Wp'  sur  les  asymptotes  AY  etAX, 
une  d’elles  au  moins  coupera  la  tangente  en  un 
point  5 si  par  ce  point  I on  mène  des  droites 
respectivement  parallèles  aux  asymptotes , on 
aura  un  parallélogramme  IKCp'  qui  donnera 

m • — -n  — m — n 

C p X pM  > Cp  X p'I  , 

par  conséquent  le  parallélogramme  MPCp  est  de  * 
tous  les  parallélogrammes  inscrits  dans  le  tri- 
angle TC t celui  dont  le  produit  de  la  puissance 
m de  la  base  par  la  puissance  n du  coté 
adjacent  est  un  maximum , ainsi  il  faut  en 
vertu  du  théorème'  précédent  > que  les  par- 
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lies  de  la  tangente  MT  et  nt interceptées  entrece 
point  etles  asymptotes  soient  entre  elles  comme 
m est  à n , et  que  là  soutangente  PT  du  point 
M soit  à l’abscisse  correspondante  CP  dans  le 
même  rapport. 

PROBLÈME. 


Etant  donné  une  hyperbole  dont  V équation 
est  x”  y"  = am+n,  on  propose  de  trouver 
Voire  comprise  entre  la  courbe,  une  asymp- 
tote et  une  ordonnée  à cette  asymptote. 

576. Soit  ZMZ'  l’hyperbole  proposée  (fîg.  29), 
AX , AY  ses  (asymptotes , et  supposons  qu’il 
s’agisse  de  trouver  l’aire  ZMpY.  Si  par  le  point 
M,  on  mène  la  tangente  Mi,  on  aura 

Ai  : Ap  ::  m + n : n , 
par  conséquent 

. m + n m y-  n 

A t = : An  = ! y. 

n r n J 


Si  par  un  point  M' placé  infiniment  près  du  point 
M,  on  mène  une  tangente  MT,  on  aura 


A i = 


m 


m 


“ A,'  = =L±J!  y-, 


n 


si  de  cette  équation  on  retranche  la  première 
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on  aura  à cause  de  At  — A t =z  tf , et  de 
y>  — y _ pp>  l’équation  suivante 


tt’  — 


m -f“ 


n t 
- PP ; 


or  le  point  M' étant  placé  à une  distance  infini- 
ment petite  du  point  M,  la  tangente  M'f  est  le 
prolongement  du  petit  arc  MM'  de  sorte  que  le 
petit  triangle  M#'  qui  a pour  hauteur  M p , est 
au  trapèze  MM'  p'p  ::  tt'  : app',- puisque  le 
petit  trapèze  MM  'p'p  ne  diffère  du  rectangle 
dont  pp'  est  la  base  et  Mp  la  hauteur  que  d’un 
infiniment  petit  par  rapport  à ce  même  rec- 
tangle, d’ailleurs 


771  I-  7i 

tt  : app'  ::  pp*  : a pp'  ::  m -f-  » î a», 

TL 


ainsi  le  petit  triangle  élémentaire  est  au,  - 
petit  trapèze  qui  lui  correspond  ::  m-j-nian, 
si  on  prend  une  suite  de  points  M',  M'",  etc. 
placés  sur  la  courbe  à une  distance  infiniment 
petite  l’un  de  l’autre,  et  que  par  chacun  de 
ces  points  on  mène  des  tangentes  à la  courbe, 
elles  formeront  avec  l’asymptote  AY  une  suite 
de  triangles  élémentaires  qui  seront  aux  tra- 
pèzes correspondans  ::  m-\-n  : arc,  par  con- 
séquent la  somme  des  petits  triangles  élémen- 
taires 
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taires  est  à la  somme  des  trapèzes  correspon- 
dons ::  m -f-  n : m , or  la  première  somme, 
est  égale  à M£tQ;  la  seconde  est  égale  kMpqQ, 
ainsi  on  aura 


M/tQ  : MpçQ  ::  m + n : an , 
de  cette  proportion  on  en  déduit 

Mpf  — Qqt  : M pqQ  Il  h — m : an , 

d’où 


MpqQ  = 


2 n 


n — m 


{ M pt  - Qqr  } ; 


mais  on  a , 

Mpf  : MKÀp  ;;  pt  l aA p îî  m : fin  , 
par  conséquent 


Mpf  = 


m . P 
an 


on  aura  de  même 


r»  m.P 

Q</r  = , 

an 


si  on  remplace  les  quantités  Mpt  et  Qqt  dans 
l’expression  de  MpqQ,  on  aura 

MwQ=  “(P-P'); 

or  de  l’équation  xm  yn  = a on  en  déduit 
x ' y"  — axn~m j ainsi  puisque  le  second  membre 
devient  nul  quand  on  y fait  # = o,  lorsque 
n est  plus  grand  que  m,  il  en  résulte  que  si 
l’ordonnée  du  point  Q est  infinie, P'  = o,  par 

4a 
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conséquent  l’espace  ZMpY  = , si  au  con- 

traire on  a n < m , F est  infini  et  par  suite 
aussi  l’aire  ZMpY.  En  raisonnant  ici  à peu  de 
chose  près  comme  nous  l’avons  fait  plus  haut, 
on  en  déduirait  aisément  le  volume  du  solide 
engendré  par  l’espace  ZMpY  ; cela  est  trop 
facile  pour  mériter  que  nous  nous  y arrêtions. 

PROBLÈME. 

On  propose  de  mener  par  un  point  pris 
sur  Vhyperbole  ordinaire  une  tangente  à 
cette  courbe. 

577.  Soit  ZMZ'(  fig.  3o)  une  branche  d'hyper- 
bole dont  l’équation  rapportée  à ses  asymptotes 
est  xy  = K*;  si  par  le  point  M on  conçoit  une 
tangente  terminée  aux  asymptotes  , et  que  par 
un  point  E de  la  courbe,  on  mène  les  coordon- 
nées EF  et  EB,  l’une  d’elles  au  moins  rencon- 
trera la  tangente  Tt  en  un  point  i ; si  parce  point 
de  rencontre  on  mène  des  parallèles  aux  asymp- 
totes , on  aura  un  parallélogramme  C Bik  qui 
sera  moindre  que  le  parallélogramme  CBEF,  et 
parconséquent  moindre  que  le  parallélogramme 
MPC/)  qui  correspond  au  point  de  tangence  ; 
ainsi  de  tous  les  parallélogrammes  inscrits 
dans  le  triangle  TC t , le  plus  -grand  est  celui  dont 
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lin  des  sommets  repose  sur  le  point  de  tan- 
gence, et  comme  d’ailleurs  le  plus  grand  des 
parallélogrammes  qu’on  peut  inscrire  dans  uu 
triangle,  divise  les  côtés  de  ce  triangle  en  deux 
également,  il  en  résulte  que  MT=Miet  CP=PT* 
par  conséquent  les  parties  de  la  tangente  à 
l’hyperbole , interceptées  entre  le  point  de  tan- 
gence et  les  asymptotes  sont  égales  entre  elles 
de  sorte  que  lasoutangente  est  égale  à l’abscisse! 

ohservation.  Dans  la  figure  qui  se  rapporte 
a ce  problème,  nous  avons  fait  les  coordonnées 
rectangulaires,  afin  qu’elle  soit  plus  correcte- 
mais  il  est  aisé  de  voir  que  le  raisonnement 
que  nous  avons  établi  est  indépendant  de  l’angle 
que  lès  coordonnées  font  entre  elles. 
théorème. 

Si  on  coupe  une  hyperbole  ordinaire  par  une 
droite , les  parties  de  cette  droite  intercep 
têes  entre  la  courbe  et  les  asymptotes 
seront  égales  entre  elles.  7 

W8.  Soit  ZMZ'une  des  branches  de  l’hyperbole 
ordinaire  (//5l),LK  la  droite  dont  il  s’agit -si 
on  désigne  les  coordonnées  du  point  P par  x et 
y,  et  celles  du  point  Q par  *'  et/,  on  aura,  par 
la  nature  de  la  courbe,  xy  sa x'f , et  par  suite 

4a. . 


i 


* 
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^ yf  « 

-7  = — ; ainsi,  si  par  les  points  P et  Q on  mèn« 

y y 

des  droites  parallèles  aux  asymptotes , on  aura 
AQ  : BP  ::  AD  : DB  ; 
de  cette  proportion  on 'déduit 

AQ— AD  : BP— DB  ::  AD  : DB, 
ou,  ce  qui  revient  au  même , * 

DQ  : DP  ::  AD  : DB  ; 

par  conséquent  AB  est  parallèle  à LK , on  aura 
donc  AB=LP  et  AB=QK,etpar  suite  LP=QK. 

579.  Si  plusieurs  droites  sont  parallèles  et  ter- 
minées aux  asymptotes,  et  que  par  le  centre  de 
l’hyperbole  elle  milieu  d’une  de  ces  droites,  ou 
mène  une  autre  droite,  die  divisera  les  pre- 
mières droites  en  deux  parties  égales;  et  comme 
les  parties  de  ces  droites  interceptées  entre 
la  courbe  et  les  asymptotes  sont  égales,  il  en 
résulte  que  les  parties  de  ces  lignes  qui  sont 
terminées  à la  courbe  , sont  divisées  par  la 
même  droite  en  deux  parties  égales,  et  que 
cette  meme  ligne  est  un  diamètre;  de  pflk 
comme  la  droite  menée  par  l’origine  du  dia- 
mètre parallèlement  aux  ordonnées  à ce  dia- 
mètre est  divisée  en  deux  parties  égales,  il  faut 
qu’elle  soit  tangente  à la  courbe  , car , si  cela 


$ by  Google 


DE  GÉOMÉTRIE.  6É>1 

n’avait  pas  lieu,  la  même  ligne  serait  sécante, 
et  les  parties  d’une  sécante,  interceptées  entre 
la  courbe  et  les  asymptotes , ne  seraient  point 
égales  entr’elles,  ce  qui  est  contraire  à ce  qui 
a été  démontré  précédemment. 

Réciproquement , si  par  le  centre  on  mène 
une  droite  qui  coupe  les  deux  branches  do 
l’hyperbole,  toutes  les  lignes  menées  parallè- 
lement à la  tangente  et  terminées  à la  courbe, 
seront  divisées  par  cette  même  droite  en  deux 
parties  égales. 

THÉORÈME. 

L'aire  de  F hyperbole  ordinaire  comprise 
entre  la  courbe , une  ordonnée  quelconque 
et  V asymptote  est  infinie. 

58o.  Considérons  l’espace  ZMPY,  (Jig.  5 a ), 
si  parle  point  M on  mène  la  tangente  MP',  le  tri- 
angle P'MP  sera  la  moitié  du  parallélogramme 
PC  YM  fait  sur  l’abscisse  et  l’ordonnée  du  point 
M ; si  donc  on  prend  le  parallélogramme  PCVM 
pour  unité,  le  triangle  PMP'  sera  représenté  par 
x,  déplus  si  par  le  point  P'  on  mène  P'M'  para- 
llèle à CV  et  que  par  le  point  M'  on  mène  la 
tangente  M'P",  le  triangle,  P'M'P'  sera  la  moitié 
du  parallélogramme  fait  sur  les  coordonnées  du 
point  M',  etpar  conséquentsera  aussi  représenté 
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par  x,si  par  le  point  P*  on  mène  F'M'paralléle  à 
CV,  et  que  par  le  point  3VT  on  mène  la  tangente 
M'P'",  on  trouvera  aussi  que  le  triangle  M'P"P'" 
est  égal  à en  continuant  à raisonner  comme 
nous  l’avons  fait  ci-dessus,  on  verra  que  l’es- 
pace asymptotique  contient  le  triangle  P'PM 
une  infinité  de  fois , de  sorte  que  cet  espace 
sera  infini. 

THÉORÈME. 

Si  par  un  point  pris  sur  une  hyperbole  or- 
dinaire on  mène  une  ordonnée  à.  une 
asymptote , le  solide  engendré  par  l’aire 
asymptotique  qui  repose  sur  cette  ordonnée 
en  tournant  autour  de  cette  asymptote  est 
fini  en  volume , quoique  étendu  à l'infini, 
et  il  est  égal  au  cylindre  droit  dont  le 
ray  onde  la  base  serait  la  perpendiculaire 
abaissée  de  ce  point  sur  cette  asymptote 
et  dont  la  hauteur  serait  la  coordonnée 
menée  par  ce  point  parallèlement  à cette 
asymptote. 

58i.  Nous  supposerons  pour  éviter  la  confu- 
sion des  lignes  , que  la  figufe  se  rapporte  à une 
hyperbole  équilatère  , mais  le  raisonnement 
sera  tout  à fait  indépendant  de  l'angle  des  co- 
ordonnées et  par  conséquent  conviendra  à une 
hyperbole  quelconque  mais  du  premier  ordre. 
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Soit  ZMPY  ( fig.  55)  l’aire  génératrice  ; si  par 
le  point  M on  mène  la  tangente  MQ,  on  aura 
PQ  =CP , ainsi  le  solide  engendré  par  le  triangle 
MPQ  sera  le  tiers  d’un  cylindre  dont  le  rayon 
de  la  base  serait  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  M sur  l’asymptote  CY  et  dont  la  hauteur 
serait  égale  à CP.  Si  par  le  point  M' pris  sur  la 
courbe  et  à une  distance  infiniment  petite  du 
point  M on  mène  la  tangente  M'Q',  cette  tangente 
pourra  être  considérée  comme  étant  le  pro- 
longement de  l’élément  de  courbe  MM',  et  le 
solide  engendré  par  le  triangle  MQ  Q'  comme 
étant  égal  à la  différence  de  deux  cônes  qui 
auraient  pour  base  commune  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  M sur  l’asymptote  CY , et 
dont  la  différence  des  hauteurs  serait  PP',  mais 
si  par  le  point  M'  on  abaisse  une  perpendiculaire 
MQ  sur  l’axe  desy,  on  aura,  à cause  de  CQ'=2CP 
et  de  CQ'  = 2CP',  l’équation 

CQ'  — CQ  = 2 { CP'  — CP  } , 

et  par  suite  QQ'=PP',donc  le  solide  engendré  par 
le  triangle  MQQ'  est  les  deux  tiers  du  cylindre 
élémentaire  dont  la  hauteur  seraitQQ'  et  dont  le 
rayon  de  la  base  serait  égal  à la  distance  du  point 
M à l’axe  CY  ; en  continuant  ain$i  on  trouvera 
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que  la  somme  des  conoïdes  élémentaires,  ou  le 
solide  engendré  par  l’espace  ZMQY,est  égal  aux 
deux  tiers  du  solide  engendré  par  l’espace  total 
ZMPY,  par  conséqiient  le  solide  engendré  par 
le  triangle  MPQ  est  le  tiers  de  celui  engendré 
par  l’espace  total  ZMPY,  ainsi  le  solide  entier 
est  égal  à un  cylindre  dont  le  rayon  de  la  base  se- 
rait la  perpendiculaire  abaissée  du  point  M sur 
l’axe  des  y , et  dont  la  hauteur  serait  égale  à 
l’otdonnée  CP  de  ce  point. 

5 82.  Quelque  singulier  que  paroisse  le  résul- 
tat auquel  nous  venons  d’arriver,  il  n’en  est  pas 
moinsexact;  mais  pour  mieux  concevoir  com- 
ment il  peut  se  faire  que  l’espace  ZMPY  {fig.  34), 
qui  est  infini  en  étendue  et  en  surface,  peut 
engendrer  un  solide  dont  le  volume  soit  fini, 
prenons  sur  l’asymptote  CY  les  parties  PP', 
PT",  P"P'",  etc.,  qui  soient  en  raison  double., 
et  de  manière  que  PP'  soit  égal  à PP',  on  aura 

CP'  = aCP»  CP"  = aCP'x  CP'  =;  aCP",. . . 
par  conséquent 

P'M'  = j PM,  P"M*  = i P'M',  P*M*  = l P"M", . . . 

et  ainsi  de  suite.  Ainsi  tandis  que  les  hauteurs 
des  parallélogrammes  inscrits  PP'M'p,  P'P"My> 
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etc.,  croissent  en  raison  double,  les- 
bases  décroissent  dans  le  même  rapport , de 
sorte  qu’ils  sont  tous  égaux  entre  eux  et  à 
fCPMQ,  par  conséquent  cet  espace  est  infini. 
Si  on  conçoit  les  rectangles  circonscrits  PP'QM, 
P'P'Q'M',  etc.  les  Allumes  engendrés  par  cha- 
cun d’eux  équivaudront  à des  cylindres  dont  les 
bases  décroîtroient  en  raison  quadruple , et  les 
hauteurs  croîtroient  en  raison  double  ; ainsi  ces 
cylindres  décroîtront  seulement  en  raison 
double  ; mais  le  premier  est  égal  au  cylindre 
dont  la  hauteur  serait  CP  et  dont  le  rayon  de  la 
base  serait  la  perpendiculaire  abaissée  du  point 
Msur  l’axe  des/,  ainsi  la  somme  de  tous  ces  cy- 
lindres en  prenant  celui-ci  pour  unité,  sera  ex- 
primée par  4-  ^ -I-  f-etc.,  et  comme  cette 

suite  est  égale  à a,  il  s’ensuit  que  le  solide  en- 
gendré par  l’espace  asymptotique  est  moindre 
que  a et  par  conséquent  égal  à un  volume  fini. 

PROBLÈME. 

Trouver  V aire  d’un  polygone  en  fonction  des 
coordonnées  des  sommets  de  ce  polygone. 

583.  Soient  c,  c',  c",  c'". ...  les  côtés  succes- 
sifs d’un  polygone,  a,  fi,  a',  fi',  a.",  fi",. . . les 
cordonnées  de  ses  sommets;  si  d’un  point  pris 
dans  l’intérieur  du  polygone,  et  dont  les  coor- 
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données  sont  x'  et  y',  on  abaisse  des  perpen- 
diculaires sur  ces  côtés , leurs  expressions  se- 
ront respectivement 

y — ax'  — b ÿ—a'x'  — b'  y"  — a"x"  — b" 

V/ 1 + a*  * 1 * + a * ' * V 1 + ft,,î 

a,  a',  a",  a"',  ....  désignant  respectivement 
les  tangentes  trigonométriques  des  angles  que 

font  les  côtés  c,  c',  c",  c"', avec  l’axe  des 

abscisses , et  b,  V,  b",  b"1,  ....  les  distances 
de  l’origine  des  coordonnées  aux  points  où  les 
côtés  coupent  l’axe  des  y (î)  ; si  on  multiplie 

(i)  Soient  x'  et  y'  les  coordonnées  du  point  M ( Jig.  3d)  ; 
si  de  ce  point  on  abaisse  des  perpendiculaires  MP  et  MQ , 
l’une  à la  droite  BP,  dont  l’équation  est  y = ax-{-&, 
et  l’autre  à l’axe  BX  des  abscisses , on  aura  un  triangle 
MoP  rectangle  en  P , qui  donnera 

MP  = Mo  sin  MoP  =■  Mo  cos  « ; 
or  Mo  est  égal  à l’ordonnée  du  point  M , diminuée  de 
l’ordonnée  de  la  droite  BP  qui  correspond  à l’abscisse 
AQ=x';  ainsi  cette  ordonnée  = ax'-\-b-,  donc... 
Mo  = y — ax'  — b-,  si  donc  on  désigne  par  P la  per- 
pendiculaire MP , on  aura 

p = ( y — ax'  — & ) cos  * ; 


or 


î 


donc  enfin 


COS  A 


sec  * 


P 


\/ 1 -4-tang4<*  V 1 ■+* 

j - ™ -A. 


ax 


v'»  +a* 
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la  première  par  c , la  seconde  par  c' , la  troi- 
sième par  c ",  et  ainsi  de  suite,  on  aura  évi- 
demment le  double  de  l’aire  du  polygone,  de 
sorte  qu’en  désignant  ce  polygone  par  P , il 
viendra 


y'  — ax'  — b , , y'  — a'x'  — b 

V/i  +aa  V 1 + a'* 


aP=  c 


.•y  —a 


V 1 + a" 


. . . = A/  — Bx'  — C ; 


t-: 


mais  l’aire  du  polygone  étant  indépendante  des 
coordonnées  x'  et  y1 , on  doit  avoir 


À = o , B = o et  aP  = — G; 


ainsi  on  a 


aP  = — 


or 


bc 


b’c' 


b"  y 


1 + a1  y'  1 -f-  a'2  [/1  -f~a"a 


b = jS  — « . -7  = — : -J-J 


— a.  et  — et 


d’ailleurs 


donc 


V*  + «a 


==  c cos  y = «e  — a % 


bc 

y/r+^ 


= — $*', 
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par  conséquent 

aP  = — /?*'  4.  *'/3"  _ /8V  + «Tf  _ 0»**  + ete. 

formule  remarquable  par  son  élégance  et  sa 
simplicité. 

584.  On  peut  arriver  très-facilement  au  résul- 
tat précédent  par  des  considérations  tirées  de  la 
Géométrie  ordinaire.  En  effet  un  polygone  dont 
toutes  les  parties  sont  situées  dans  l’un  des  angles 
que  forment  les  axes  auxquels  on  rapporte 
les  coordonnées  des  sommets  {fîg.  56  ),  peut 
être  considéré  comme  étant  la  différence  de  deux 
polygones  qui  auraient  pour  base  commune  la 
partie  de  l’axe  des  abscisses  comprises  entre 
celles  des  perpendiculaires  abaissées  des  som- 
mets sur  cet  axe  qui  sont  les  plus  distantes,  et 
pour  côtés  adjacens  ces  mêmes  perpendicu- 
laires; or,  si  on  évalue  les  trapèzes  dans  les- 
quels se  décomposent  les  polygones,  lorsque 
de  chacun  de  leurs  angles , on  abaisse  des 
perpendiculaires  sur  la  base , il  est  évident  que 
l’excès  du  double  du  polygone  convexe  sur  le 
double  du  polygone  concave,  c’est-à-dire  le 
double  du  polygone  dont  il  s’agit  aura  pour 
expression 

(«-O  (0+/n+(<t'-o(r 
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or  le  dernier  terme  de  chaque  produit  est  dé- 
truit par  le  premier  terme  du  produit  suivant, 
à l’exception  de  celui  du  dernier  produit  qui 
est  détruit  par  le  premier  terme  du  premier 
produit;  il  ne  reste  donc  de  chaque  produit 
que  les  termes  dans  lesquels  les  deux  facteurs 
n’ont  pas  les  mêmes  accens,  on  a donc,  comme 
précédemment , 

aP  = mff  — /3*'+  P P - P a"  + a” P — P et."  + etc. 

C’est  encore  ce  qu’on  peut  obtenir  autrement , 
car  le  double  de  l’aire  du  polygone  peut  être 
mis  également  sous  ces  deux  formes 


aP  = (*—«')( P + P ) + ( et'— P)  ( P 4. 0» ) + etc . 


aP  = ( * + P ) ( j3  — P ) + ( «'  -f  et"  ) ( P — P'  ) + et c . 

si  on  prend  la  demi-somme  du  résultat  qu’on 
obtient  en  ajoutant  ces  deux  expressions,  on 
aura  le  même  résultat  que  celui  qu’on  a déjà 
trouvé. 


585.  De  l’équation  As=  o,  il  résulte  qu’on  a 

c c'  c" 

-7-^-.  + - + —p===  + etc.  =o, 

|/ 1 -J -a*  \/i  -t-a*  \/ 1 -f-  a * 

c’est-à-dire  que  la  somme  des  produits  des  côtés 
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d’an  polygone  par  les  cosinus  des  angles  qu’ils 
font  avec  une  droite  quelconque  tracée  dans 
son  plan , est  égale  à zéro. 

Les  formules  que  nous  venons  de  donner 
ont  paru  pour  la  première  fois  dans  l’ouvrage 
qui  a pour  titre  : Recueil  de  Problèmes  réso- 
lus par  des  considérations  purement  géomé- 
triques ; depuis  cette  époque,  M.  Monge  y a 
ajouté  des  formules  semblables  pour  trouver 
le  volume  d’un  polyèdre  en  fonction  des  coor- 
données des  sommets.  Voyez  le  tome  XII  du 
Journal  de  l’École  Polytechnique. 

THÉORÈME. 

Si  par  un  point  pris  dans  le  plan  de  deux 
droites  on  mène  plusieurs  sécantes  , et  que 
Von  joigne  les  intersections  de  ces  dernières 
droites  avec  les  premières  par  de  nou<- 
velles  droites  , les  intersections  de  celles- 
ti  seront  situées  sur  une  même  droite  qui 
passera  par  le  point  de  concours  des  deux 
premières . 

586.Soit  ABC  un  angle  ( fig.  57),  si  d’un  point 
'B  pris  au  dedans  ou  au  dehors  de  cet  angle,  et 
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quenous  supposerons  au  dehors,  on  mène  une 
suite  de  droites  DG,  DE,DC,  etc.,  on  aura  une 
suite  de  quadrilatères  dont  les  intersections  des 
diagonales  seront  toutes  situées  sur  une  même  • 
ligne  droite  ; en  effet,  si  on  prend  un  point  S 
au  dehors  du  plan  des  deux  droites  BA,  BC, 
et  que  par  ce  point  et  chacune  des  droites  BA , 

BC,  on  mène  les  plans  SBA,  SBC,  et  que  sui- 
vant la  droite  SD  et  les  droites  DG,  DE, 

DC  , etc. , on  conduise,  des  plans  SDG  , SDE  , 

SDC , etc. , les  intersections  de  ces  plans  avec 
un  plan  abc  parallèle  à SD  seront  des  droites  « 
parallèles  entre  elles  ; si  on  tire  les  diagonales 
FG,  HE;  AE,  FC;  etc.,  et  que  suivant  ces 
diagonales  et  le  point  S on  conduise  des  plans, 
les  intersections  de  ces  plans  avec  le  plan  abc , 
seront  les  diagonales  des  trapèzes^/z/è , afec , etc. 
or  les  intersections  des  diagonales  de  ces  tra- 
pèzes sont  toutes  situées  sur  une  même  droite 
passant  par  le  point  de  concours  des  deux  droites 
proposées , ainsi  les  points  d’intersections  du 
plan  ABC  avec  les  lignes  menées  du  point  S 
aux  points  d’intersections  des  diagonales  des  • 
trapèzes  sont  aussi  en  ligne  droite  , mais  ces 
points  d’intersections  sont  ceux  des  points  d’in- 
tersections des  diagonales  des  quadrilatères; 
par  conséquent  ces  points  sont  sur  une  même 
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ligne  droite , de  plus  cette  ligne  doit  passer  par 
le  point  de  concours  B des  deux  droites  AB , 
CJB  puisqu’elle  se  trouve  dans  le  plan  S bi. 

THÉORÈME. 

Si  par  un  point  pris  dans  le  plan  d’une  sec- 
tion conique , on  mène  des  sécantes  à cette 
courbe , et  que  l’on  joigne  les  points  d’in- 
tersections qui  se  trouvent  sur  une  sé- 
cante quelconque  avec  ceux  qui  se  trouvent 
sur  une  autre  sécante  ces  droites  se  cou- 
peront en  une  suite  de  points  qui  seront 
situés  sur  une  même  ligne  droite. 

587.  Soit  BDFGEC  une  section  conique 
{fi g.  38),  A un  point  du  plan  de  cette  section  que 
nous  supposerons  extérieur  à la  courbe , si 
par  ce  point  on  mène  tant  de  sécantes  AG,  AE, 
AC,  etc.  qu’on  voudra,  et  que  l’on  joigne  par 
des  droites  les  points  d’intersections  de  chacune 
des  sécantes  avec  les  points  d’intersections  de 
la  courbe  avec  les  autres  sécantes , les  points 
d’intersections  H,  I,  etc.,  de  toutes  ces  droites 
se  trouveront  nécessairement  sur  une  même 
ligne  droite.  En  effet  si  on  prend  un  point 

S 
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S au  dehors  de  la  section , et  que  Ton  considère 
ce  point  comme  le  sommet  d’un  cône  dont 
toutes  les  génératrices  s’appuieraient  sur  la 
courbe  BDFGEC , les  intersections  des  plans 
SAC,  SAE,  SAG,  etc.  avec  un  plan  bdfgec 
parallèle  à AS,  seront  des  droites  parallèles  à 
AS  et  par  conséquent  parallèles  entre  elles  ; or 
si  dans  une  section  conique  telle  que  bdfgec 
un  système  de  cordes  sont  parallèles,  que 
l’on  joigne  les  milieux  de  deux  quelconques 
d’entr’elles  par  une  droite  , cette  même  droite 
divisera  toutes  les  autres  cordes  en  deux  éga- 
lement ; de  plus  elle  contiendra  les  points  d’in- 
tersections des  droites  menées  des  extrémités 
de  chacune  de  ses  cordes  aux  extrémités 
des  autres  cordes,  ainsi  les  points  hy  i,  etc. 
sont  situés  sur  une  même  droite  5 d’ailleurs 
les  lignes  menées  du  sommet  S à ces  points 
d’intersections  coupent  le  plan  BEFGEC  en  des 
points  qui  sont  les  intersections  des  lignes  cor- 
respondantes dans  la  figure  proposée,  par  con- 
séquent ces  points  sont  situés  sur  une  droite 
qui  est  l’intersection  du  plan. BDFGEC  aveu 
le  plan  Ski. 

La  figure  dont  nous  avons  fait  usage  se  rap- 
porte au  cas  où  la  section  est  un  cercle  ou  une 

45 
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ellipse  et  où  le  point  d’où  partent  les  sécantes  : 
est  extérieur  à la  courbe;  mais  le  raisonne- 
ment est  tout  à fait  indépendant  de  l’une  ou 
de  l’autre  supposition , de  sorte  que  le  théo- 
rème a lieu  de  quelqu’espéce  d’ailleurs  que  soit 
la  section  comprise , et  quel  que  soit  le  point 
par  lequel  les  sécantes  soient  menées. 

PROBLÈME. 

Étant  donnés  les  côtés  d'un  triangle  sphé- 
rique, trouver  les  angles. 

588.  Soit  ABC  un  triangle  sphérique  {fi g.  5g), 
si  on  prolonge  les  deux  côtés  AB,  AC  jusqu’à 
leur  rencontre  en  A',  et  que  l’on  tire  l’arc  de 
grand  cercler  AA'  de  manière  qu’il  divise  l’angle 
A en  deux  parties  égales , chacun  des  points 
de  cet  arc  sera  également  éloigné  des  deux 
côtés  AB,  AC  ; si  on  divise  ensuite  les  angles  * 
ABC  , A'BC  en  deux  parties  égales  par  les 
arcs  de  grands  cercles  BD,  B'D,  les  points  d’in- 
tersections D et  D'de  ces  arcs  avec  l’arc  AA' 
serontégalement  distans  du  côté  BCetdes  deux 
autres  arcs  ABA' , ACA' , par  conséquent  le  ‘ 
point  D est  le  pôle  du  cercle  qui  touche  les 
trois  côtés  du  triangle  ABC  et  le  point  D'  est 

l 
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le  pôle  du  cercle  qui  louche  le  côté  BC  et  le 
prolongement  des  deux  autres  côtés  AB,  AC; 
cela  posé , on  aura  dans  le  triangle  ADE  .■ 


tang  i À = 


sin  AE 
sin  DE* 


dans  le  triangle  AD'E  on  aura 
, . sin  AE' 

multipliant  ces  deux  égalités,  on  aura 

...  sin  AE  sin  AE' 
“”8  1 A = sin  DK  ...m- 


si  on  considère  le  triangle  BDE,  on  aura 

sin  DE  = sin  BE  tang  BDE, 
dans  le  triangle  D'BE',  on  aura 


sin  D'E'  = sin  BE'  tang  D'BE' , 

multipliant  ces  deux  dernières  égalités,  membre 
à membre , on  aura 

•in  DE  sin  D'E'  sin  BE  sin  BE'  tang  BDE  tang  D'BE'. 

Or  l’angle  DBE = j ABC  ; l’angle  D'BC'=  f CBA'j 
ainsi  les  deux  angles  DBE,  D'BE'  pris  ensemble 
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équivalent  à la  demi-somme  des  angles  ABC, 
CBA , c’est-à-dire  à un  droit  ; par  conséquent 
tang  D'BE'  = cot  DBE , ainsi  on  aura 

tang  DBE  tang  D'RE'  = 1 , 

partant 


sin  DE  sin  D'E'  = sin  BE  sin  BE' , 


substituant  dans  l’expression  de  tang*  | A pour 
sin  DE  sin  D'E'  fa  valeur  qu’on  vient  de  trou- 
ver, on  aura 


tang*  i 


sin  ÀE  sin  AEr 
sin  BE  sin  BE' 


Or  BM  ==  BE'  ; CH = CF',  donc  BC=BE'+CF',. 
ajoutant  de  part  et  d’autre  AB  -h  AC , on  aura 
pour  la  somme  des  trois  côtés,  AE'  -J-  AF'  ou 
aAE'  ; si  donc  on  désigne  la  somme  de  ces 
trois  côtés  par  a p,  on  aura  AE'  = p , de  plus 
on  aura , à cause  de  BE  =BG  et  de  CF  = CG , 
BE  + CF  = BC,  ainsi  l’excès  de  la  somme  des 
trois  côtés  du  triangle  ABC  sur  le  double  de 
BC , sera  égal  à AE  -1-  AF  ou  2AE , on  aura 
donc  en  désignant  par  ale  côté  opposé  à l’angle 
A,  aAE  = 2 p — 2 a et  par  suite  AE=  p — a, 
on  voit  de  même  à cause  de  AE  — AF  et  de 
CG  = CF , que  AE  + CG  = AC  = b , et  que 
si  de  la  somme  des  trois  côtés  on  retranche 
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2 AC , il  restera  BE  -j-  BG  = 2BE,  par  consé- 
quent 2BE= ap — ab  et  par  suite  BE=  p — b. 
De  plus , on  aura , à cause  que  AE'  = p et  de 
BE'  = AE'  — AB,  l’équation 

BE"  — p — c, 

si  donc  on  substitue  dans  l’expression  de 
tang*  7 A trouvée  plus  haut  pour  AE  , BE , 
BE'et  AE'  les  expressions  qu’on  vient  de  trou- 
ver , on  aura 

. , . sin  p . sin  p — - a 
tang1  \ A = — n > 

sin  (p—0)  am  ( p — c) 

d'où  l’on  tire 


1 a . / sin  p.sin  ( p — a>, 

tang  ! A=(/  _C — rr+--, 

V sin  (p — b)  s ia(p — c) 


On  trouverait  de  la  même  manière  les  formules 
qui  donnent  les  expressions  de  sin  j A et  de 
cos  7 A en  fonction  des  sinus  des  côtés  du  tri- 
angle ; mais  dans  les  applications  numériques 
on  doit  préférer  la  formule  précédente,  parce 
que  les  variations  des  tangentes  étant  beau- 
coup plus  rapides  que  celles  qui  se  rapportent 
aux  sinus  et  aux  cosinus , l’erreur  qu’on  peut 
commettre  dans  Févaluation  de  l’angle  est  né- 
cessairement moindre. 
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THÉORÈME. 

Les  perpendiculaires  abaissées  des  sommels 
des  angles  d’un  triangle  rectiligne  sur  les 
côtés  opposés  se  coupent  en  unmême point. 

58g.  Soit  ABC  un  triangle  { fig.  4o  ) , si  par 
les  sommets  des  angles  de  ce  triangle  on  mène 
des  droites  respectivement  parallèles  aux  côtés 
opposés,  on  aura  un  triangle  DEF  circonscrit 
au  triangle  ABC  ; cela  posé , si  on  considère  les 
parallélogrammes  ABCF , ADBC , on  aura . . . 
AD  = BC  et  AF  = BC  et  par  suite  AD  = AF. 
Si  on  considère  les  parallélogrammes  ABCF  et 
ABEC , on  aura  CF  t=  AB , CE  = AB  , ainsi 
CF  = CE,  on  déduira  aussi  à l’aide  des  paral- 
lélogrammes ACBD , ABEC  que  la  droite  BD 
est  égale  à BE,  par  conséquent  les  sommets  du 
triangle  ABC  sont  les  milieux  des  côtés  du  tri- 
angle DEF.  Ainsi  les  perpendiculaires  abaissées 
des  sommets  du  triangle  ABC  sur  les  côtés 
opposés  sont  les  perpendiculaires  élevées  sur 
les  milieux  des  côtés  du  triangle  DEF,  et 
comme  les  perpendiculaires  élevée^  sur  les  mi- 
lieux des  côtés  d’un  triangle  se  coupent  en  un 
point,  il  en  résulte  aussi,  qüe  les  perpendicu- 
laires abaissées  des  sommets  d’un  triangle  sur 
les  côtés  opposés  se  coupent  en  un  même  point. 


_ 1 
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Les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets 
d’un  triangle  sphérique  sur  les  côtés  op- 
posés se  coupent  en  un  même  point,  et 
ce  point  est  le  pôle  du  cercle  inscrit  au 
triangle  que  l’on  forme  en  joignant  les 
pieds  de  ces  perpendiculaires  par  des  arcs 
de  grands  cercles.  \ 

5go.  Soit  ABC  un  triangle  sphérique  {fîg-fa  ) > 
si  des  deux  points  B et  C on  abaisse  des  per- 
pendiculaires BE , CD , sur  les  cotés  ppposés , 
elles  se  couperont  en  un  point  O y si  on  joint 
ce  point  et  le  centre  de  la  sphère  auquel  le 
triangle  ABC  appartient  par  la  droite  SO  , et 
que  l’on  coupe  cette  droite  par  un  plan  qui  lui 
soit  perpendiculaire,  il  résultera  des  intersec- 
tions de  ce  plan  avec  les  trois  plans  ASB,  BSC, 
ASC  un  triangle  abc  dont  les  perpendiculaires 
abaissées  des  points  b et  c sur  les  côtés  opposés 
se  couperont  au  point  o d’intersection  du  plan 
abc  avec  la  ligne  SD.  Si  on  conduit  un  plan 
suivant  cette  ligne  et  le  point  A , l’intersection 
de  ce  plan  avec  le  plan  abc  sera  une  ligne  droite 
qui  sera  perpendiculaire  sur  bc , donc  S f sera 
aussi  perpendiculaire  sur  bc , ainsi  le  plan  S af 
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sera  perpendiculaire  sur  le  plan  BSC,  donc  l’arc 
de  grand  cercle  AOF  sera  perpendiculaire  sur 
BC , de  plus  puisque  le  point  O est  le  centre 
du  cercle  inscrit  au  triangle  fde  (1) , le  point 
O sera  le  pôle  du  petit  cercle  inscrit  au  triangle 
ABC,  puisque  le  point  O est  sur  l’axe  d’un 
cône  dont  le  sommet  serait  au  point  H , et  qui 
aurait  pour  base  le  cercle  inscrit  au  triangle 
de f. 

Les  considérations  géométriques  dont  nous  . 
avons  fait  usage  dans  ce  qui  précède , ont  l’a- 
vantage de  ramener  à un  petit  nombre  d’idées  • 
primitives  des  vérités  qui  paroissoient  d’abord 
très-compliquées;  c’est  dans  cette  simplicité  et 
particulièrement  dans  la  surprise  qu’elle  nous 
cause , que  se  trouve  la  source  des  jouissances 
que  ces  mêmes  vérités  nous  font  éprouver. 


(l)  Voyez  l’ouvrage  qui  a pour  titre  Recueil  de  Pro- 
blèmes résolus  par  des  considérations  purement  géomé- 
triques, pag.  io5. 
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